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Predgovor

Dvadeseti vek je svedok transformacije pristupa fenomenima matematicke fizike.
Naime, ranije se smatralo da je za razumevanje dubljeg karaktera neke fizicke
teorije potrebno izucavati specificne posledice i primene teorije, a sada je opSte
prihvacen stav da su fizicke teorije najvise karakterisane apstraktnom matematic-
kom strukturom koja ih opisuje. U ovom master radu ¢emo izucavati neke
matematicke strukture ¢iji je razvoj podstaknut kvantnom mehanikom: to su
pre svega Hilbertove mreze, odnosno apstraktne ortomodularne mreze, kao i
efekt algebre i D-poseti.

Problem matematickog opisa nekog kvantno-mehanickog sistema formulisan je
u slavnom radu G. Birkhoffa i J. von Neumanna ”The Logic of Quantum Me-
chanics”, iz 1936. godine. Fundamentalna teskoca koju je matematicki model
trebao razresiti jeste postojanje kvantnih fenomena koji se ne mogu opisati ter-
minima klasi¢ne teorije verovatno¢e Kolmogorova. Ta okolnost je zahtevala da
se umesto Boolove algebre, u kojoj vazi zakon distributivnosti izmedu konjuk-
cije i disjunkcije oslabi kao i da se napusti interpretacija negacije iskaza preko
komplementa skupa stanja fizickog sistema.

U von Neumannovom pristupu, kvantno-mehanicki sistem S je matematicki
reprezentovan kao separabilan kompleksan Hilbertov prostor H, tako da opser-
vablama od S odgovaraju samo-adjungovani operatori od H. Logiku kvantno-
mehanickog sistema opisuje takozvana Hilbertova mreza L(H), to jest mreza
svih zatvorenih podprostora Hilbertovog prostora. Operacije koje odgovaraju
logickim operacijama konjukcije, disjunkcije i negacije su redom presek, zbir
odnosno ortokomplement podprostora. U slu¢aju da je Hilbertov prostor konac¢no-
dimenzionalan, dobijena mreza je modularna, §to omogucéava da se na priro-
dan nacin definiSe funkcija dimenzije koja moze da posluzi za definiciju apriori
verovatnoce sistema. Ako Hilbertov prostor nije kona¢no-dimenzionalan, mreza
L(H) nije modularna, $to stvara izvesne teskode. Za svaki Hilbertov prostor,
mreza L(H) je ortomodularna, $to je razlog zasto se ortomodularne mreze smat-
raju za matematicke strukture koje opisuju osnovne logicko-algebarske aspekte
kvantne logike.

Dakle, cilj master rada je da prikaze algebarske i logicke osobine nekih ap-
straktnih matematickih struktura koje su nastale prilikom izucavanja kvantne
mehanike. U uvodu ¢e se dati motivacija i kratak istorijski pregled najznacajnijih
faza u razvoju kvantne mehanike. Pri tome, naglasak ¢e biti na pojavi razli¢itih
matematickih struktura, a neéemo se zadrzavati na filozofskim pitanjima inter-
pretacije tih teorija. U drugoj glavi dace se pregled najvaznijih matematickih
pojmova koje ¢emo koristiti u radu a koji se odnose na normirane vektorske
prostore odnosno mreze. Ovde smo se najvise oslanjali na knjige [9] i [2].
U tre¢oj glavi ¢emo se najpre baviti Hilbertovim mrezama. Posle definicije
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Hilbertove mreze kao mreze zatvorenih potprostora prostora H, pokazacemo
vezu sa mrezom projekcija, kao i da je ta mreza ortomodularna i modularna
u slucaju kona¢no-dimenzionalnog prostora H. Posle toga pre¢i éemo na ap-
straktnu kvantnu logiku tj. na izucavanje ortomodularnih mreza. Na kraju
treée glave ¢emo spomenuti von Neumannove odnosno C* algebre kao alterna-
tivne matematicke stukture koje mogu posluziti za izu¢avanje fenomena kvantne
mehanike. Za ovu glavu smo najvise pratili knjige: [3], [5] 1 [8]. U ¢etvrtoj glavi
izucavacemo efekt algebre odnosno D-posete. Prikaza¢emo najvaznije osobine
efekt algebri kao i njihovu vezu sa uredenim Abelovim grupama. Osnova za ovu
glavu su posluzili nauéni rad [1] i knjiga [4].

Zelela bih da se zahvalim osobama ¢ije su ideje i sugestije pomogle poboljsanju
ovog master rada. To su ¢lan i predsednik komisije za odbranu master rada,
dr Milica Zigi¢ i dr Sinisa Crvenkovi¢. Najveéu zahvalnost dugujem mojoj
mentorki dr Rozaliji Madardsz-Szildgyi na znanju, pomodéi i podrsci koju mi
je pruzila prilikom izrade ovog rada. Zahvalila bih se jos i svojim roditeljima,
kolegama i prijateljima na velikoj podrsci koji su mi pruzili.



Glava 1

Uvod

Mislim da sa sigurnoséu mogu re¢i
da niko ne razume kvantnu fiziku.

Richard Feynman

Do sredine dvadesetih godina 20. veka nacin razmisljanja o prirodi fizickog

sveta nije se puno razlikovao od vremena Isaaca Newtona. Pojava moderne
kvantne teorije dovela je do preispitivanja naseg razmisljanja o prirodi fizickog
sveta. Ono $to se smatralo jasnim i odredenim procesom to je postalo maglovito
i nestalno ponasanje na subatomskom nivou. Radovi Isaaca Newtona su doveli
do prvog vrhunca klasi¢ne fizike. To je objavljeno u knjizi Matematicki principi
prirodne filozofije 1687. godine koji se skra¢eno naziva Principia. Nakon ovog
rada mehanika se postavlja kao zrela disciplina koja jasnim i deterministickim
opisuje kretanje cestica. Ovaj deo fizike se ¢inio tako potpunim i zavrsenim da je
krajem 18. veka najznacajniji Newtonovog sledbenik, Pierre-Simon de Laplace
izneo svoju tvrdnju: Covek koji poseduje neogranicenu mo¢ racunanja i poseduje
potpuno znanje o raspodeli svih ¢estica u nekom vremenskom trenutku, pomocu
Newtonovih jednacina moze predvideti buduénost celog univerzuma i sa istom
sigurnoséu bi objasnio i njegovu proslost.
Klasi¢na fizika opisuje svet koji je odreden i jasan. Kvantna fizika opisuje oblast
koja je maglovita i nestabilna. U okvirima kvantne fizike mozemo dokazati da
kvantni princip superpozicije dozvoljava ”meSanje” stanja koje je za klasi¢nu
fiziku nemoguce.

Na pocetku 20. veka se pokazalo da se kretanja izuzetno malih cestica ve-
likih brzina ne mogu adekvatno opisati zakonitostima klasi¢ne mehanike. Ove
kontradikcije su reSene daljim razvojem i istrazivanjem mehanike. Istrazivanja
su dovela do novih oblasti fizike, kvantne mehanike i teorije relativnosti.
Kvantna mehanika se bavi izuCavanjem kretanja mikrocestica statistickim meto-
dama. Bohrova teorija nije mogla objasniti puno pojava u atomskoj fizici. Ta
teorija je samo aksiomatski zakljucila da elektroni u atomu mogu imati samo
odredenu koli¢inu energije i da postoje samo u ponekim kvantnim stanjima. Ove
kvantne uslove de Broglie je objasnio s tom predpostavkom da elektroni imaju
talasni karakter. Kasnije su Davisson i Germer eksperimentom to i dokazali.
To znaci da je elektron i Cestica i talas. Kvantna mehanika objasnjava zakoni-
tosti ponasanja ovakvih Cestica. Ona, u suprostnosti sa klasi¢nom fizikom, ne



istrazuje jednu po jednu cesticu, nego mnostvo sitnih cestica pod identi¢nim
uslovima, statistickim metodama.
Kvantna mehanika, izmedu ostalog,

e odreduje moguce velic¢ine fizickih veli¢ina - na primer odreduje energiju
elektrona u atomu vodonika,

e izucCava sa kakvom verovatnocom se mogu pojaviti ove veli¢ine,
e odreduje promenu ovih verovatnih veli¢ina.

Za reSavanje ovih zadataka kvantna mehanika uvodi operatore za fizicke
veli¢ine. Sopstvene vrednosti operatora su jedino moguce veli¢ine fizickih koli¢ina.

Savremena kvantna mehanika se rodila 1925. godine. Te godine je Heisen-
berg objavio rad u kom je definisao matriénu mehaniku. Iste godine, teorija
svetlosti 1 njegova analogija sa mehanikom su dovele do Schrodingerove ta-
lasne mehanike. Hesienberg je drugim metodama dosSao do istih zakljucaka
u matri¢noj mehanici kao i Schrodinger. Obe teorije su specijalna objasnjenja
kvantne mehanike. Teorijsku matematicku osnovu kvantne mehanike je polozio
J. von Neumann 1932. godine, to je teorija linearnih operatora Hilbertovog
prostora.

Kao ilustraciju navedimo jednu ¢uvenu pojavu koju dozvoljava kvantna me-
hanika. To je takozvano tunelovanje kroz potencijalnu barijeru. U kvantnoj
mehanici postoji moguénost ”pozajmljivanja” odredene dodatne energije, pod
uslovom da se ona vrati odgovarajué¢om brzinom. Ovaj slikovito formulisani ar-
gument omogucuje da se nesto dogodi u kvantnoj mehanici, a u klasi¢noj fizici
bi bio izri¢ito zabranjen: to je tunelovanje Cestica kroz potencijalnu barijeru.
Prolaz ¢estica kroz potencijalnu prepreku mozemo slikovito objasniti na slede¢i
nac¢in. Oblast ”brdo” predstavlja prostor u koji pri ulazenju Cestice, ona treba da
plati tarifu ekvivalentno potencijalnoj energiji koja je jednaka visini tog ”brda”.
Cestica prilikom svog kretanja nosi energiju, takozvanu kineti¢ku energiju. U
klasi¢noj fizici to je jasno definisano. Cestica ¢ija je kineticka energija veéa
od potencijalne energije tarife ”"brda” pro¢i ¢e prepreku srazmerno smanjenom
brzinom, ali posle prolaska sa druge strane prepreke ubrzava i njena kineticka
energija se potpuno obnavlja. Ovo se moze slikovito uporediti sa voznjom auto-
mobila na brdo kada dolazi do usporenja, a pri spustanju s brda auto ubrzava
i poveca se kineticka energija. Ako je kineticka energija Cestice niza nego Sto
je potrebno za prelazak prepreke ona ne moze savladati ”brdo” nego se odbija
nazad. U klasi¢noj fizici ovaj nedostatak kineticke energije jednoznacno izrazava
da Cestica ne prelazi prepreku. Uprkos tome, u kvantnoj mehanici ¢estica moze
pro¢i ”brdo” po principu pozajmljivanja energije na odredeno vreme, i to pod
uslovom da je prolazak dovoljno brz da bi potom vratio nazad dobijenu energiju.

Kvantna teorija je izmenila nasa shvatanja. Uticala je i na nasa razmisljanja
o logickim operacijama ”i” i 7ili”. Aristotel je formulisao klasi¢nu logiku, i ona
se oslanja na distributivni zakon. Za ilustraciju ¢emo dati sledeéi primer. Pera
ima kratku kosu, i nalazi se ili u kuéi ili u bioskopu. To znac¢i da kratkokosog
Peru ¢emo naédi u kudi ili kratkokosog Peru ¢emo naci u bioskopu. Ovo deluje kao

trivijalni zakljucak, ali to zavisi od Aristotelovog principa iskljucenja tre¢eg. To



znaci da ne postoji nikakav drugi termin izmedu ”u bioskopu” i ”ne u bioskopu”.
Tridesetih godina 20. veka ljudi su shvatali da zakljuéci u kvantnom svetu nisu
tako jednoznac¢ni. Elektron moze da se nalazi "ovde” i ”ne ovde” i u bilo kom
broju drugih stanja koje su superpozicije "ovde” i "ne ovde”. To dovodi do
konstitucije srednjeg termina $to Aristotel nije ni predvideo. Iz ovog je pro-
tekla posebna logika, kvantna logika, koju su razradili Garrett Birkhoff i J. von
Neumann. Ova logika pored vrednosti ”istinito” i ”1azno” koristi i re¢ ”mogudée”.

Matematicki alat za kvantnu teoriju nalazimo u Hilbertovom prostoru. Do
sad smo najvise obracali paznju na kretanje. Stanje kretanja moze nastati
iz posebnog nacina pripreme pocetnog materijala za eksperiment: ispaljivanje
elektrona iz elektronskog topa, propustanje svetlosti kroz slozen opticki sistem,
skretanje ¢estica pomocu elektri¢nih i magnetnih polja, itd. Postavlja se pitanje:
ako je stanje predstavljeno vektorom, kako treba predstaviti opservable koje su
merljive? Odgovor lezi u operatorima koji deluju na Hilbertov prostor. Sema
koja povezuje matematicki formalizam sa fizikom utvrduje da vektori odgo-
varaju stanjima, a operatori opservablama.

Zadatak apstraktne teorije je da osmisli nac¢in da se rezultati opazanja (bro-
jevi) povezu sa operatorima. Po osnovnoj ideji to su karakteristi¢ni vektori i
karakteristi¢ne vrednosti. Ako operator O deluje na odredeni vektor v pret-
varajuci ga u visestruko A samog sebe, da je onda v karakteristi¢ni vektor od O
sa karakteristi¢cnom vrednoS¢éu A. Sustina je ta da nam karakteristi¢ne vrednosti
obezbeduju matematicki nac¢in povezivanja brojeva sa konkretnim operatorom
i konkretnim stanjem. Medu opstim principima kvantne teorije nalazi se zahtev
da karakteristi¢ni vektor fizicki odgovara stanju u kojem merenje posmatrane
velicine O s izvesnoséu daje rezultat (). Mnoge znacajne posledice proilaze iz
ovog pravila. Posto postoje mnogi vektori koji nisu karakteristi¢ni, postojace i
mnoga stanja u kojima merenje O neée dovesti ni do jednog konkretnog rezul-
tata sa sigurnoséu. Merenje O u ovim stanjima daje razli¢ite odgovore prilikom
svakog merenja. Druga vazna posledica se odnosi na pitanje koja merenja mogu
biti medusobno kompatibilna. To znac¢i da se mogu izvrsiti u isto vreme. Is-
tovremena merenja su moguca za opservable koje odgovaraju medusobno komu-
tativnim operatorima. I obrnuto, nekomutativne opservable neée biti istovre-
meno merljive. Ovim se dokazuje da se ponovo dize poznata magla kvantne
teorije. U klasi¢noj fizici uvek mozemo meriti Sta god i kad god pozelimo. U
kvantnoj fizici, ono §to fizicar posmatra obavijen je maglom.

U klasi¢noj fizici verovatnoca se ra¢una na sledeéi nac¢in: ako su dogadaji
nezavisni, tada se sabiraju verovatnoce. U kvantnom svetu to je drugacije, a i
zakoni kombinovanja su drugaciji. Ako je potrebno izra¢unati broj neprimeéenih
srednjih vrednosti verovatnoéa onda je neophodno sabrati i amplitude verovatno-
¢e, a ne same verovatnoc¢e. U obi¢nom svetu za dobijanje vrednosti verovatnoce
krajnjeg ishoda sabiraju se verovatnocée nezavisnih meduverovatnoca. U kvant-
nom svetu kombinacija meduverovatnoca koji se ne mogu posebno opaziti odvija
se na komplikovaniji nac¢in. Kvantno rac¢unanje ukljucuje mesSovite ¢lanove.
Mesoviti ¢lan je dvostruki ¢lan u formuli kvadrata binoma, tj. u formuli
(A+ B)? = A? + 2AB + B?, 2AB je meSoviti ¢lan. Princip po kome se u
kvantnoj teoriji izra¢unava verovatnoc¢a odvija se u okviru takozvanih ampli-
tuda verovatnoca. Te amplitude su kompleksni brojevi. Faza talasa se odnosi



na to da li su dva talasa u koraku ili raskoraku, ili u bilo kom odnosu izmedu
ove dve moguénosti. S matematicke tacke gledista kompleksni brojevi pruzaju
prirodan i pogodan nacin za izrazavanje fazne relacije. Teorija mora da bude
obazriva i kako bi osigurala da rezultati opazanja (karakteristi¢ne vrednosti)
budu oslobodeni $tetnih uticaja ¢lanova koje ukljucuje. To znaci da operatori
moraju biti samo-adjungovani. Izracunavanje verovatnoce iz amplitude vrsi se
jednom vrstom podizanja na kvadrat (kvadrat modula), sto daje pozitivan broj.
Tu je i uslov skaliranja (normalizacija) sto dovodi do toga da ukupan zbir svih
verovatnoca bude 1, tj dovodi do toga da ¢e se sigurno realizovati.

Na kraju uvoda, jo$ jedan citat od Nils Bohra, koji je rekao:
”Ne postoji kvantni svet. Postoji samo apstraktni fizicki opis. Pogresno je
smatrati da je zadatak fizike da otkrije kakva priroda jeste. Fizika se bavi onim
§to mi mozemo da kazemo o prirodi.”



Glava 2

Vektorski prostori i mreze

2.1 Normirani vektorski prostori

U ovoj glavi éemo navesti definicije nekoliko matematickih pojmova koji se ko-
riste u daljem tekstu. Takode, éemo navesti tvrdenja (bez dokaza) koja se
odnose na te matematicke pojmove.

Definicija 2.1 Neka je V = (V,+) komutativna grupa, a F = (F,+,-) polje.
V je vektorski (ili linearni) prostor nad poljem F, ako je definisano pres-
likavanje F x V' — V| pri éemu sliku para («,a) oznacavamo sa aa, tako da za
svako a, B € F, a,b €V wvazi

(1) a(a+b) = aa + ab,

(2) (a«+ B)a = aa + Pa,

(3) (af)a = a(Ba),

(4) la=a,

gde je sa 1 oznacen neutralni elemenat za mnoZenje polja F.

Vektorski prostor V nad poljem F oznacavaéemo i sa V(F). Elemente skupa
V nazivamo vektorima i oznacavamo ih malim slovima latinice a,b, ¢, ..., a ele-
mente skupa F nazivamo skalarima i oznacavamo ih malim grckim slovima
a, 3,7, .... Vektorski prostor nad poljem realnih (kompleksnih) brojeva nazi-
vamo realni (kompleksni) vektorski prostor.

Tvrdenje 2.2 Neka je V(F) vektorski prostor. Tada vaZi
(1) Nula-vektor je jedinstven.

(2) Za svaki vektor suprotni vektor je jedinstven.

(3) Va eV)—(—a)=a.

(4) Vazi zakon skradivanga (kancelacije) za sabiranje vektora.
(5) (Yo € F) a0 =0.

(6) (Va € V) 0a=0.

(7) (a € F)(Va € V) (—a)a = —(aa) = a(—a).

(8) Vae F)(VaeV)aa=0&a=0Va=0.

Definicija 2.3 Neka je V = (V,+,-) vektorski prostor nad poljem skalara F.
Tada podskup W C V' odreduje vektorski potprostor W wvektorskog prostora
V' ako vazi:

(1) W #0,
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(2) skup W i restrikcije operacija + = +|w : W2 =W i-= |y : FxW - W
odredugu vektorski prostor W= (W, +, ).

Tvrdenje 2.4 Neprazan podskup W C V' odreduje vektorski potprostor W vek-
torskog prostora V' nad poljem skalara F' ako i samo ako vaZi

(Va,y e W)Na,B8 € F) ax + fy € W.

Definicija 2.5 U vektorskom prostoru V(F), vektor v je linearna kombi-
nacija vektora ay,as, ..., a, ako postoje skalari ay, s, ..., an, takvi da je

V= Q1a1 + agas + ... + anay.

Definicija 2.6 U vektorskom prostoru V (F) niz vektora (a1, ag, ..., ay) je line-
arno zavisan, ako postoje skalari oy, s, ..., oy, od kojih je bar jedan razlicit
od nule, takvi da je

aqa1 + asag + ... + apa, = 0.

Niz vektora koji nije linearno zavisan je linearno nezavisan.

Definicija 2.7 U wvektorskom prostoru V(F) beskonacan niz vektora je line-
arno zavisan ako i samo ako je bar jedan njegov konacan podskup linearno
zavisan. U suprotnom je linearno nezavisan.

Definicija 2.8 Ako je S neprazan podksup vektorskog prostora V(F'), onda se
skup svih linearnih kombinacija vektora iz S naziva lineal skupa S i oznacava

sa L(S). Dakle,
L(S) ={a1a1 + ... + anan | n €N, a; € F, a; € S}.

Ako je S prazan skup, onda je L(S) = {0}.
Ako je (a1, ..., an) niz vektora vektroskog prostora V, onda umesto L({aq, ..., an})
pisacemo skraceno L(ay, ..., an).

Tvrdenje 2.9 Ako je S podskup vektorskog prostora V(F), onda je L(S) pot-
prostor vektorskog prostora V.

Tvrdenje 2.10 Ako su S i T podskupovi vektorskog prostora V(F'), onda vaZi:
(1) SCT= L(S) C L(T),

(2) S C L(S),

(3) L(S) = L(L(S)),

(4) (S € L(T) AT € L(S)) = L(S) = L(T).

Definicija 2.11 Ako je S podskup vektorskog prostora V(F), onda kaZemo da
je potprostor L(S) generisan skupom S, elemente S nazivamo generatorima
potprostora L(S).

Definicija 2.12 Neka je S podskup (niz vektora) vektorskog prostora V(F).
Skup S je baza vektorskog prostora V(F') ako je linearno nezavisan i ako generise
vektorski prostor, tj.

L(S)=V.

Tvrdenje 2.13 U vektorskom prostoru V(F) niz vektora je baza ako i samo
ako je taj niz maksimalan linearno nezavisan niz.
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Definicija 2.14 Ako vektorski prostor ima bar jednu bazu koja sadrzi konacno
mnogo elemenata, tada se prostor naziva konaéno-dimenzionalni vektorski
prostor. U suprotnom, zovemo ga beskonacéno-dimenzionalni vektorski
prostor.

Definicija 2.15 Neka je V wvektorski prostor nad poljem skalara F iV # {0}.
Ako V ima bazu sa n elemenata, tada se prirodan broj n naziva dimenzija
konacéno-dimenzionalnog vektorskog prostora. Koristi se oznaka

n = dim(V). Dimenzija beskonacéno-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora je dim(V) = oo.

Tvrdenje 2.16 Sve baze vektorskog prostora imaju isti broj vektora.

Definicija 2.17 Norma nad V, gde je V vektorski prostor nad F, F € {R,C},
je preslikavange || || : V — F, x — ||z|| za koje vaZi:

(1) ||lz|| >0,Vax eV,

(2) ||z]| =0 < 2z =0,

(3) |1 Az|| = [M|||z]|, VA € F,Vz € V,

(4) |z +yll < |l + [lyll, Vo,y € V.

Normirani vektorski prostor (V.| ||) je uredeni par vektorskog prostora i
norme na njemu.

Definicija 2.18 Realan broj x je grani¢na vrednost niza realnih brojeva (xy,)nen
ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng tako da za svaki prirodan brojn > ng
vazi |z, — x| < e. Tada pisemo lim,, o x, = .
Prema tome,

lim z, =2z < (Ve > 0)(Ino(e) € N)(¥Yn > no)(|z, — x| < €).

n—oo

Ako niz (zp)nen ima graniénu vrednost x, onda kaZemo da je niz (Tn)nen
konvergentan i da konvergira ka x.

Definicija 2.19 Niz vektora (x,)neny © normiranom prostoru V konvergira
po normi ili jako konvergira ka vektoru xo € V ako niz brojeva ||z, — x|,
n € N kovergira ka 0.

Definicija 2.20 Niz vektora (zn)nen u normiranom prostoru V je Kogijev
niz ako
(Ve > 0)(3no(e) € N)(Vp, q 2 no(e))(llzp — x4l <e).

Definicija 2.21 Normirani prostor V je kompletan ili Banachov ako je svaki
Kosijev niz u 'V konvergentan.

Definicija 2.22 Neka je V wvektorski prostor nad poljem F € {R,C} i neka
je definisano preslikavange (, ) : V. xV — F. Preslikavanje ( , ) se naziva
skalarni proizvod a ureden par (V,( , )) pred-Hilbertov prostor (unitaran
prostor) ako vaze sledeéi uslovi:

(1) (x,x) >0,Vz €V,

(2) (z,z) =0 2=0,Vz €V,

(8) (x +y,2) = (z,2) + (y,2), Va,y,2 € V,

(4) (az,y) = a(z,y), Yo € F, Yz,y €V,

(5) (z,y) = (y, @), Yo,y € V.
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Definicija 2.23 U unitarnom vektorskom prostoru V funkcija || || : V — R
definisana sa
2]l = v/ (z,z)

naziva se norma indukovana skalarnim proizvodom. Nenegativan realan
broj ||z|| naziva se norma vektora x.

Tvrdenje 2.24 (Cauchy-Schwarzova nejednakost): Neka je V unitaran pros-
tor nad poljem skalara F i sa skalarnim proizvodom ( , ) : V? — F. Tada za
normu indukovanu skalarnim proizvodom vazi:

(@, y)| < [lzllllyll, v,y € V.
Pri tome, jednakost vazi ako © samo ako su vektori linearno zavisni.
Nije tesko dokazati da preslikavanje || || ima sledeée osobine:

Tvrdenje 2.25 Neka je V unitaran prostor nad poljem skalara F i sa skalarnim
proizvodom (, ):V? — F i neka je || || indukovana norma. Tada vaZi:

(1) ||lz|| >0, Vx € V,

2)lz]| =0 2=0,Vz eV,

(3) llax| = |a|||z||, Vo € F, Yz € V,

(4) lz +yll < llzll +llyll, Vo,y € V.

Dakle, ako je (V,(, )) unitaran prostor, tada je (V,|| ||) normiran prostor,
gde je || || norma indukovana skalarnim proizvodom.

Tvrdenje 2.26 (nejednakost Minkowskog) Neka je V' unitaran prostor i
z,y €V, tada je

Vet+yz+y) < V(o) + V().

Definicija 2.27 Neka je (V,(, )) unitaran prostor i x,y € V. Elementi x iy
su ortogonalni ako vazi relacija (z,y) = 0. Ako je z € V tako da je ||z|| = 1,
kaZemo da je z normiran element.

Definicija 2.28 Kompletan unitaran prostor (V,( , )) nazivamo Hilbertov
prostor.

U daljem tekstu za Hilbertov prostor se koristi oznaka H = (V,(, )), gde je V.
vektorski prostor i ( , ) je skalarni proizvod.

Definicija 2.29 Neka je H = (V,(, )) Hilbertov prostor i M C V. Ortogo-
nalni komplement skupa M, u oznaci M+, je skup

Mt ={yecV, (z,y) =0, za sve z € M}.

Definicija 2.30 Neka je H = (V,(, )) Hilbertov prostor. Otvorena lopta je
skup L(z,r) ={y, y € V. |lx—y| < r} sa centrom u tacki x € V i polupreénika
> 0.
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Definicija 2.31 Neka je H = (V,( , )) Hilbertov prostor i neka je M C V.
Kazemo da je tacka x € V tacéka nagomilavanja skupa M ako vaZi

L(x,r) N (M\{z}) 0.

Dakle, postoji y € L(z,7) N M, y # x. Skup tacaka nagomilavanja skupa M se
oznacava sa M i naziva se izvodni skup skupa M.

Definicija 2.32 Neka je H = (V,( , )) Hilbertov prostor i neka je M C V.
Kaze se da je tacka x € V adherentna tacka skupa M ako je x € M ili je x
tacka nagomilavanja za M.

Dakle, x je adherentna tacka skupa M ako za svaki r > 0 vazi
L(z,r) N M # 0.

Skup svih adherentnih tacaka skupa M naziva se adherencija skupa M, u
oznaci M, i kazemo da je M zatvaranje od M.

Definicija 2.33 Neka je H = (V,( , )) Hilbertov prostor i neka je M C V.
Skup M je zatvoren ako i samo ako je M = M.

Tvrdenje 2.34 Neka je H = (V,(, )) Hilbertov prostor i M zatvoren potpros-
tor od V. Tada se svaki element x € V' na jedinstven nacin moze reprezentovati
u sledecoj formi:

r=x1+Ts, x1 € M, x5 € MJ‘,

§to oznacavamo sa V=M & M*.

Tvrdenje 2.35 Neka je H = (V,(, )) Hilbertov prostor i M potprostor od V.
Tada je

(MYt =M.
Definicija 2.36 Skup vektora E = {e; : i € I} u unitarnom prostoru je
ortonormiran sistem ako je |le;|| =1 za svei,j €1 i
|0 zai#j
(61,6])—{ 1 Z(IZ:]

Definicija 2.37 Potpun ortonormiran sistem je maksimalan ortonormiran
sistem, Sto znaci sledece:

E je potpun ortonormiran sistem < za svaki ortonormiran sistem B, iz B D E
sledi B=FE.

Dakle, nema ortonormiranog sistema B koji sadrzi E kao pravi podskup.

Definicija 2.38 Neka je (V,(, )) unitaran prostor, z € V i
E = {eq | @ € A} potpun ortonormiran sistem. Brojevi x, = (z,e,), @ € A iz
polja F su Furijeovi koeficijenti od x.

Tvrdenje 2.39 Neka je (V,(, )) unitaran prostor i {Za,, Tay, -, Ta,,  PTOIZVO-
ljan konacan skup Furijeovih koeficijenata za x € V. Tada je

n

> lza, I <l

k=1
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2.2 Mreze

Definicija 2.40 Neka je (P,<) ureden skup, i A C P. Ako medu gornjim
ogranicenjima skupa A postoji najmanji element, zovemo ga supremum od
A, i pisemo supA ili \| A. Analogno, ako medu donjim ogranicenjima postoji
najveéi element, zovemo ga infimum, i pisemo infA ili \ A.

Tvrdenje 2.41 Neka je P ureden skup 1 S,T C P. Neka postoje supS, supT,
infS iinfT v P. Tada:

(1) Za sve s € S, s < supS i s >infS.

(2) Za sve x € P vazi

x<infS<e (VseS)x<s,

x> supS < (Vse€S)x > s.

(8) Ako S C T onda
supS < supT,

infS > infT.

Definicija 2.42 Za ureden skup (L, <) kaZemo da je mrezZno ureden skup
ako za svaka dva elementa a,b € L postoji sup{a,b} i inf{a,b}. Za mrezno
ureden skup kaZemo da je ograniéen ako ima najmanji i najveci element.

Tvrdenje 2.43 Neka je L mrezno ureden skup, S,T C L. Pretpostavimo da
postoje supS, supT, infS, infT. Tada:

sup(SUT) = sup{supS, supT'}
inf(SUT) =inf{infS,infT}

Posledica 2.44 Neka je L mrezno ureden skup. Tada za svaki konac¢an neprazan
F C L postoji supF iinfF.

Neka je n € N. DefiniSemo n-arnu operaciju kao preslikavanje f : A™ — A,
gde je A proizvoljan skup. Binarna operacija je operacija arnosti 2. Ako je A
neprazan skup, a F neki skup operacija na A, tada ureden par (A, F) zovemo
algebra, gde je A nosac.

U mrezno uredenom skupu (L, <) koristi¢emo sledeée oznake za supremum i
infimum:
aNb=inf{a,b}

a Vb= sup{a,b}.

Definicija 2.45 Pretpostavimo da je L neprazan skup, a A\ iV su dve binarne
operacije skupa L. Za algebru L = (L,A,V) kaZemo da je mreZa ako za sve
z,y, 2 € L vazi:

(L1) x Nz =z, 'V x = x -idempotentnost,

(L2) x ANy =y Az, xVy=1y\Vax -komutativnost,

(L3) xN(yAz)=(xAy) ANz, 2V (yVz)=(zVy)Vz -asocijativnost,

(L) AN (yVa)==z, xV(yAzx)=2x -apsorpcija.
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Definicija 2.46 Neka je L= (L,A,V) mreza i L1 # 0, Ly C L. KaZemo da je
Ly podmrezZa od L ako za sve x,y € L1 vaZi da x Ny € Ly i xVy € Li. Skup
svih podmreza mreZe L obelezavamo sa Sub(L).

Tvrdenje 2.47 (1) Neka je L = (L,<) mrezno ureden skup. Na skupu L
definisimo operacije A\ i V na sledeéi nacin:

z Ay =inf{z,y}
zVy = sup{z,y}
Tada je algebra A(L) = (L, A, V) mreZa.
(2) Neka je L = (L, A, V) mreza. Definisemo na skupu L binarnu relaciju < na
sledeci nacin:
r<y&sTANy =
Tada je R(L) = (L, <) mrezno ureden skup.
(3) Za sve mreze L vazi A(R(L)) = L i za sve mrezno uredene skupove L vazi

R(A(L)) = L. Prema tome, pridruzivanja A i R definisana pod (1) odnosno
(2) ove teoreme uzajamno su inverzna.

Definicija 2.48 Mreza (L, A, V) je distributivna ako za sve x,y,z € L vazi
zA(YyVz)=(xAy)V(zAz).

Tvrdenje 2.49 U svakoj mrezi (L, \,V) za sve a,b,c € L vaZi:
(1) (andb)V(anc)<aAn(bVc),
(2) (avb)A(aVe)>aV (bAc).

Tvrdenje 2.50 Neka je (L,A,V) mreza. Slededi uslovi su ekvivalentni:
(D1) x AN (yVz)=(xAy)V(zAz),Ve,y,z €L,
(D2) xV (yAz)=(xVy) A(xzVz2),Vo,y,z € L.

Definicija 2.51 Mreza (L, A, V) je modularna ako za sve x,y,z € L vaZi:
r<y=zV(yAz)=yA(xVz2).

Tvrdenje 2.52 U svakoj mrezi L, za sve x,y,z € L vazi:
r<y=zV@yhz)<yA(zV2).

Tvrdenje 2.53 Mreza (L, A, V) je modularna ako i samo ako za sve x,y,z € L

vazi
@Ay)V(yAz)=yA((zAy)Vz).

Definicija 2.54 Mreza L je kompletna ako svaki podskup od L ima infimum i
supremum. MrezZa L je o-mreZa ako svaki prebrojiv podskup od L ima infimum
1 supremum.

Primer 2.55 Neka je X proizvoljan skup. Partitivni skup P(X) je parcijalno
ureden skup sa relacijom inkluzije i P(X) je kompletna mreZa: supremum

S C P(X) dobijamo unijom svih ¢lanova iz S, a infimum od S dobijamo kao
presek svih ¢lanova iz S.
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Definicija 2.56 FElement a € L je atom u L ako izb < a sledi b= a ili b= 0.
Mreza L je atomiéna ako za svaki b € L postoji atom a, takav da a < b. Mreza
je kompletna atomiéna ako je svaki element jednak supremumu svih atoma
koji su mangi od njega, tj. ako za svako 0 # a € L vazi b= V;a;, a; < b, gde a;
je atom.

Definicija 2.57 Preslikavanje d : L — RT U {0} definisano na mrezi L, uzi-
majuci nenegativne vrednosti zovemo funkcija dimenzije, ako vazi:

(1) ako je A < B, onda je d(A) < d(B) ,

(2) d(A) +d(B) =d(AV B) + d(A A B).

Tvrdenje 2.58 Ako postoji funkcija dimenzije d na mrezi L, tada je mreZa
modularna.

Definicija 2.59 Neka je £ mreza. Tada je preslikavange
A At A€,

ortokomplementiranje i A+ je ortokomplement od A, ako vaze sledece:
(1) (AL)E = A

(2) Ako je A < B tada je B+ < At

(3) ANAL =0

(4) Av At =1.

Ako je ortokomplementiranje definisano na mrezi L, tada je ona ortokomple-
mentirana mrezZa . Ako su A i B elementi ortokomplementirane mreze, tada
su oni ortogonalni ako A < Bt.

Primer 2.60 Neka je X proizvoljan skup i A C X. U mrezi P(X),
At = (X\A) je ortokomplement i P(X) je ortokomplementirana mreZa.

De Morganovi zakoni vaze u ortokomplementiranoj mrezi:
(\/ An)l = /\ A’I’LL
n n
( /\ An)l = \/ A#
n n

Definicija 2.61 Za elemente nekog uredenog skupa x,y € A kaZemo da su
uporedivi, ako je x <y ili y < x.

Ako su svaka dva elementa iz A uporediva, za (A, <) kaZemo da je linearno
ureden skup ili da je lanac. Ako u uredenom skupu nema razlic¢itih uporedivih
elemenata, ureden skup je antilanac.

Definicija 2.62 Ako je C C A i (C, <) lanac, kaZemo da je C lanac u (A, <).
U sluéaju da je C = {x1,2Z2, i@y, ...} S A dvazi xy > 29 > ... > Ty > ..y
kazemo da je C opadajudéi lanac u (A,<). Dualno se definise pojam rastuéeg
lanca.

Definicija 2.63 Ureden skup A = (A, <) zadovoljava uslov prekida opadajuéih
lanaca ako je svaki opadajuéi lanac u A je konacan. Dualan uslov se zove uslov
prekida rastuéih lanaca.
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Definicija 2.64 Neka je S C A, gde je A ureden skup. Gornji (donji) seg-
ment koji je generisan sa S, u oznaci ST (S 1), je
tS={acAl(FxeS)a>zx}

1S={acAl(Fx€S)a<x}.

Definicija 2.65 Neka je L = (L,A,V) mreza i I C L. KaZemo da je I ideal
mreZe L ako je I # 0 i vazi

e akoa,bel ondaaVbel,
e adkoaeL,bel ia<b, ondaacl.

Skup svih ideala mreze L obelezavamo sa I(L).

Primer 2.66 Neka je L = (L, A,V) proizvoljna mreza. Tada je L ideal mreze
L. Ideal I mreze L zovemo pravi ideal ako I # L. Ako mreza L ima najveci
element 1, lako se vidi da je ideal I pravi ako i samo ako 1 nije element I.

Primer 2.67 Neka je L = (L, A, V) proizvoljna mreza, a € L. Tada je
la={zxeLl:z<a}
ideal mreZe L. Ideale tog oblika zovemo glavni ideals.

Tvrdenje 2.68 Za proizvoljnu mrezu L, skup (L) svih ideala mreze L jeste
mreZa u odnosu na C (zovemo je mreZa ideala od L).

Tvrdenje 2.69 Neka je L proizvoljna mreza i GIZ(L) skup svih glavnih ideala
mreze L. Tada:

(1) Skup glavnih ideala GZ(L) jeste podmreza mreze ideala T(L);

(2) Mreza glavnih ideala (u odnosu na C) je izomorfna mrezi L;

(8) Svaka konadna mreZa je izomorfna mrezi svih svojih ideala.

Definicija 2.70 Neka je (L,A,V) mreza i F C L. KaZemo da je F filter mreze
L ako je F # 0 i vaZi

e akoa,be F onda jeaNbeF,
e gkoac L,be Fia>0bondajeackF.
Skup svih filtera mreze L obelezavamo sa F(L).

Primer 2.71 Neka je (L,A\,V) proizvolina mreza. Tada je L filter mreze L.
Filter F mreZe L zovemo pravi filter ako F # L. Ako mreZa L ima najmangi
element 0, lako se vidi da je filter F' pravi ako i samo ako 0 nije element F.

Primer 2.72 Neka je (L, A, V) proizvolina mreZa, a € L. Tada je
ta={zxel: x>a}
filter mreze L. Filter tog oblika zovemo glavni filtr.

Primer 2.73 U konacénoj mrezi svi filtri su glavni. Zaista, ako je F filter 4
a=1infF, onda je F =7 a.
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Tvrdenje 2.74 Za proizvoljnu mreinu L, skup F(L) svih filtara mreze L jeste
mreZa u odnosu na C.

Definicija 2.75 Neka je L mreZa.

(1) Za pravi ideal J mreze L kaZemo da je prost ideal ako za sve a,b € L,
iz uslova a Nb € J sledi a € J ili b € J. Skup svih prostih ideala mreZe L
obelezavamo sa I,(L).

(2) Za pravi filter F mreze L kaZemo da je prost filter ako za sve a,b € L,
iz uslova a Vb € F sledi a € F ili b € F. Skup svih prostih filtara mreze L
obelezavamo sa F,(L).

Tvrdenje 2.76 Neka je L mreza i J C L. Tada je J prost ideal od L ako i
samo ako je L\J prost filter od L.

Definicija 2.77 Neka je L mreza.

(1) Za pravi ideal J od L kaZemo da je maksimalan ideal od L ako ne postoji
nijedan pravi ideal, razlicit od J, koji ga sadrzi.

(2) Neka je F pravi filter od L. KaZemo da je F maksimalni filter (ultrafil-
ter) od L ako ne postoji nijedan pravi filter, razlicit od F, koji ga sadrzi.



Glava 3

Hilbertove 1 ortomodularne
mreze

3.1 Teorija modela klasi¢ne iskazne logike

Pre nego sto krenemo da razmatramo teoriju modela kvantne logike, podsetimo

se osnovnih pojmova logike iskaza. Osnovni pojmovi su: iskaz, istinitosna vred-

nost iskaza, logicki veznici. Iskaz je recenica koja ima jednu istinitosnu vredost:

7tacno” ili "netacno”. Iskaze ¢emo obelezavati slovima p,q,r, ...

Pomocu logickih veznika mozemo dobiti slozenije iskaze od polaznih iskaza. Ti
739

veznici koje ¢emo razmotriti su: ”i”, 7ili”, ”ako...onda”, ”ako i samo ako” (bi-
narni veznici), i "nije” (unarni veznik):

e konjunkcija iskaza p i q je iskaz "p i ¢”,

disjunkcija iskaza p i q je iskaz :"p ili ¢”,

e implikacija iskaza p i q je iskaz :"ako p onda ¢”,

e ekvivalencija iskaza p i ¢q je iskaz :”p ako i samo ako ¢q”,
e negacija iskaza p je iskaz :"nije p”.

Istinitosna vrednost slozenog iskaza zavisi samo od onih istinitosnih vred-
nosti od kojih se taj iskaz sastoji, i to na sledeéi nacin:

e iskaz "p i ¢” je tacan ako i samo ako suipi g tacni,
e iskaz "p ili ¢” je netacan ako i samo ako su i p i ¢ netacni,
e iskaz "ako p onda ¢” je netacan ako i samo ako je p tacan a ¢ netacan,

e iskaz "p ako i samo ako ¢” je tacan ako i samo ako iskazi p i ¢ imaju istu
istinitosnu vrednost,

e iskaz "nije p” je tacan ako i samo ako je iskaz p netacan.

Osnovni pojam je logicka posledica. Neka je X neki skup iskaza. Ako je iskaz p
tacan svaki put kada su svi iskazi iz skupa X tacni, tada kazemo da je iskaz p
logicka posledica od ¥. U ovom slucaju kazemo da je zakljucivanje ”iz 3 sledi
p” (logicki) ispravno.

19
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Definicija 3.1 Standardna azbuka iskazne logike L se sastoji od sledeéih
simbola:

o skup iskaznih slova S = {p1,p2,ps3, ...}
e simboli logickih operacija: N, V, =, &, =
e pomoéni znaci (, )

Definicija 3.2 Skup iskaznih formula je najmangi skup reci nad azbukom L koji
zadovoljava sledece uslove:

e sva iskazna slova su iskazne formule;

e ako su A i B iskazne formula, onda su to i sledeci izrazi:

(AANB), (AVB), (A= B), (A< B), (A).

Ovako definisan skup svih iskaznih formula zovemo standardan skup iskaznih
formula i obelezZavamo sa Form.

Definicija 3.3 Valuacija u iskaznoj logici je svako preslikavanje

7:8 = {T,L}. Ako jep € S, za 7(p) kaZemo da je vrednost tog iskaznog
slova u valuaciji 7. Interpretacija iskaznih formula za datu valuaciju T je
preslikavange v, : Form — {T, L} koje je definisano na sledeéi nacin:

ako su A i B iskazne formule, onda

e ako je p € S iskazno slovo, onda v, (p) = 7(p),

e v (ANB) = v,(A) Av,(B),
o v, (AV B) = v.(A) Vv, (B),
e v(A= B) = v,(A) = v.(B),
e v.(A % B) = v,(4) & v (B),
o v (=A) = v, (A).

Za v (A) kazemo da je vrednost formule u valuaciji (interpretaciji) 7. Ako je
v-(A) = T, kazemo da je formula A u valuaciji T tacna, a ako je v, (A) = L,
da je netacna.

Definicija 3.4 Neka je 7 neka valuacija i F' neka formula. KaZemo da je T
model formule F (ili da formula F vaZi na 7 , ili da T zadovoljava F ), ako je
v-(F) = T, odnosno ako je vrednost formule F u valuacji 7 tacna. Skup svih
modela (tj. skup svih valuacija) obeleZavamo sa Mod. Ako je 7 model formule
F onda pisemo 7 = F.

Umesto valuacije 7, model ¢emo identifikovati sa skupom 71, gde je
r={p;€S|7(pi) =T}

Primer 3.5 Neka {p1,ps,p2} = p2 Ap1 = pr Vps, {ps} F —p2, gde je
{p1,p5,p2} valuacija u kojima su samo ta tri iskazna slova tacna, a {ps} je

valuacija, gde je samo py tacna. Ako je formula A tautologija, ona vazi na
svakom modelu. Kontradikcija ne vazi ni na jednom modelu.
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Tvrdenje 3.6 Neka je 7 € Mod, pe S, F,G € Form. Tada vaZi:
e 7 |=p ako i samo ako p € T,
o 7= FAG ako i samo ako T = F i1 |G,
o 7= F VG akoisamo ako T |=F ili 7= G,
o 7= F = G ako i samo ako (iz7 | F sledi 7 = G),
o 7= F < G ako i samo ako (T |E F ako i samo ako 7 = G),

o 7 |=—F ako i samo ako nije T |= F.
Dokaz. Sledi po definiciji modela. O

Definicija 3.7 (1) Neka jeT € Mod i ¥ C Form. Tada kaZemo da je T model
skupa formula %, i pisemo 7 |E X, ako je T model svake formule iz X.
(2) Neka je K C Mod i F € Form. Tada kazemo da F vazi na skupu modela
K, i pisemo K |= F, ako formula F vaZi na svakom modelu iz skupa K.
(8) Neka je K C Mod i ¥ C Form. KaZemo da na klasi K vaZi skup
formula %, i pisemo K |= 3, ako na K vazi svaka formula F iz .
(4) Neka je X C Form. Tada je klasa modela odredena sa ¥ skup Mod(X)
definisan sa

Mod(X) = {7 € Mod : 7= X}.

(5) Neka je K C Mod. Tada je teorija klase K skup formula Th(K) odreden
sa
Th(K)={F € Form: K |= F}.

Primer 3.8 Ako skup formula ¥ sadrzi neku kontradikciju, onda je
Mod(X) = (. Obrnuto, ako su sve formule u X tautologije, onda je
Mod(X) = Mod.

Ako je F neka formula, umesto Mod({F'}) pisemo Mod(F).
Ako valuaciju 7 identifikujemo sa skupom 71, onda je skup svih modela
Mod = P(S).
Primetimo da vazi: ako su F' i G formule, tada

Mod(—F) =P(S)\Mod(F)
Mod(F AG) = Mod(F) N Mod(G)
Mod(FV G) = Mod(F)U Mod(G).

Drugim re¢ima, teorija modela iskazne logike se realizuje u Booleovoj algebri

P(S).

Tvrdenje 3.9 (1) Neka su X1 i Yo dva skupa formula. Tada ako 1 C Xy
onda Mod(X2) C Mod(%4).

(2) Neka su K; i Ko dva skupa modela. Ako je K1 C Ky onda je

Th(K») € Th(K?).

Dokaz. Po definiciji preslikavanja Mod odnosno Th. O
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Tvrdenje 3.10 (1) Za sve ¥ C Form vazi ¥ C Th(Mod(X)).
(2) Za sve K C Mod vazi K C Mod(Th(K)).

Dokaz. (1) Neka je F' € X, treba dokazati da je F' € Th(Mod(X)), to jest
Mod(X) = F. To znaci da za sve 7 € Mod(X) treba da vazi 7 |= F. No, ako je
T € Mod(X) onda 7 = %, pa kako je F' € ¥, sledi da 7 |= F.

(2) Neka je 7 € K. Treba dokazati 7 |= Th(K), to jest za sve A € Th(K), treba
dokazati 7 |= A. No, ako je A € Th(K), tada K | A.

S druge strane, T € K, pa 7 = A. O

Tvrdenje 3.11 (1) Za sve ¥ C Form vazi Mod(X) = Mod(Th(Mod(X))).
(2) Za sve K C Mod vazi Th(K) = Th(Mod(Th(K))).

Dokaz. (1) Prema prethodnoj teoremi imamo da je ¥ C Th(Mod(X)), pa prema
tvrdenji 3.9. imamo Mod(X) D Mod(Th(Mod(X))).

Obrnuto, ako oznacimo sa K klasu Mod(X), onda prema prethodnoj teoremi
imamo da je K C Mod(Th(K)), to jest da je Mod(X) C Mod(Th(Mod(X))).
(2) Prema prethodnoj teoremi imamo da je K C Mod(Th(K)), pa prema
tvrdenji 3.9., imamo Th(K) D Th(Mod(Th(K))).

Obrnuto, ako ozna¢imo sa ¥ klasu Th(K), onda prema prethodnoj teoremi
imamo da je ¥ C Th(Mod(X)), to jest da je Th(K) C Th(Mod(Th(K)). O

Zadatak logike je izucavanje pojma logicke posledice. To znaci kada iz
tacnosti pretpostavki sledi tacnost zakljucka. To je pojam logicke (semanticke)
posledice:

Definicija 3.12 Neka je ¥ neki skup formula, i F' neka formula. KaZemo da
je F logi¢ka (semanticka) posledica skupa hipoteza X ako je F vaZi u svim
modelima skupa . U tom sluéaju pisemo ¥ = F.

Primer 3.13 Neka sup,q,r € S. Tada {p = ¢q,—7,q = r} |E —p. Zaista, ako
je za neku valuaciju T vrednost formule —r tacéna, onda je zbog v-(q = 1) =T
sledi da je 7(q) = L. No, kako je po pretpostavci v.(p = q) = T, sledi da je
7(p) = L, §to znaci da je v.(—p)=T.

Razmotrimo $ta znaci ako je neka formula A logicka posledica praznog skupa
hipoteza. Za svaku valuaciju 7, ako je svaka formula F' € () ta¢na u valuaciji
7, onda je i formula A tacna u toj valuaciji 7. Implikacija ”ako je F € 0 tada
v-(F) = T” je tacna, jer je ”F € (” uvek lazna. Dakle, imamo da je ) &= A
ako i samo ako za sve valuacije 7, v;(A) = T, odnosno formula A je tautologija.
Oznake su:

e Umesto "0 = A” piSemo samo 7= A”, dakle "= A” znaéi da je A tau-
tologija.

e Umesto "{A44,...,A,} E B” pisemo samo "Ay,..., A, E B”. Sli¢no,
viticaste zagrade mozemo izostaviti i ako imamo beskonac¢an skup hipoteza.

Tvrdenje 3.14 Neka su A, B, Ay, ..., A, neke iskazne formule. Tada vazi:
(1) A= B ako i samo ako |E A = B,

(2) A1, ..., Ay, = B ako i samo ako = (A1 A... N Ay) = B,

(3) A1, ..., Ay = B ako i samo ako Ay, ..., An_1 E A, = B.
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Dokaz. Po definiciji logicke posledice. O

Tvrdenje 3.15 Neka ¥ neki skup formula, B neka formula. Tada nije ¥ = B
ako i samo ako skup formula X\ J{—B} ima model.

3.2 Semantika kvantne logike - motivacija

Pod ”"logikom fizickog sistema” u uskom smislu podrazumevamo algebarsku
strukturu koja predstavlja klase ekvivalencije elementarnih recenica u odnosu
na relaciju, ”"rec¢enica A je tac¢na ako i samo ako je reCenica B tacna’.

Neka je T teorija koja opisuje fizicki sistem S. T nam omogucava da formiramo
elementarne recenice u vezi sistema. Elementarne recenice su empirijske tvrdnje
o vrednostima veli¢ina u .S. Tipi¢na elementarna recenica je

_»

sent(Q,A)="Vrednost posmatrane veli¢ine Q lezi u skupu A”,

gde je A skup realnih brojeva. Drugi tip elementarnih recenica je

_»

sent(Q,A,r)="Verovatnoéa da vrednost posmatrane veli¢ine Q lezi u skupu

A je jednaka r”,

gde je r neki realan broj, r € [0, 1].
Neka K oznacava skup svih elementarnih re¢enica u odnosu na datu fizicku
teoriju 7. Zelimo da definisimo skup F, skup svih smislenih izjava odredenih
sa T. Ovaj skup F ¢e biti skup koji sadrzi K po definiciji.
Da 1i vrednost posmatrane velicine @ lezi u A, zavisi od toga u kom stanju
se sistem nalazi. U nekim stanjima vrednost @ lezi u A, u nekim drugim sta-
njima ne lezi. Ovu vezu izmedu elementarnih recenica i stanja sistema ¢emo
izraziti funkcijom Mod iz K u skup podskupova stanja prostora I'. Za svaku
elementarnu re¢enicu

sent(Q,A) € K

dodeljujemo podskup
Mod(sent(Q,A)) CT

stanja koja imaju svojstvo da u tim stanjima vrednost od @ lezi u A. Ova
¢injenica se takode moze izraziti govoreéi da stanja u Mod(sent(Q, A)) zado-
voljavaju elementarnu recenicu sent(Q, A). Uz pomoé Mod mozemo dalje
definisati semanticke pojmove na sledeé¢i nacin:

(1) sent(Q, A) je tacno u stanju n ako n € Mod(sent(Q, A));

(2) sent(Q, A) je valjana ako i samo ako je Mod(sent(Q,A)) =T}

(3) sent(Q, A) je semanticka posledica od sent(Q’, A’) ako i samo ako je
Mod(sent(Q', A")) € Mod(sent(Q, A)). Ekvivalentno, mozemo reéi da sent(Q’, A’)
implicira sent(Q, A). Ovo mozemo jo§ oznaliti sa

sent(Q', A') = sent(Q, A).

Logicki gledano, preslikavanje Mod je definisano kao interpretacija podskupa K
formula F jezika L: interpretacija je data sa stanjem ¢ € T.

Uredenu ¢etvorku (£, F,I', Mod) zovemo polu-interpretiran jezik odreden sa T'.
Primetimo sledece:
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1. Nije odredeno da li F sadrzi elemente koji nisu elementarne recenice, to jest
ostaje otvoreno da li sadrzi skup neelementarnih formula, specijalno da li sadrzi
formule =k, k1 A ko i ki1 V ke, k1, ks € K.

2. Ako F sadrzi elemente koji nisu elementarne formule, Sta je uslov istinitosti
za ove formule?

3. Uslov vazenja (istinitosti) elementarnih recenica je definisan, ali nije defi-
nisano kada su lazne. Narocito, princip da u svakoj interpretaciji svaka elemen-
tarna recenica je istinita ili lazna, nije usvojen.

Posmatramo problem definisanja laznosti elementarnih recenica sent(Q, A).
Moze se uzeti da je sent(Q, A) lazna ako i samo ako recenica sent(Q, A) nije
tacna iz bilo kog razloga. U ovom slucaju pojmovi ”lazni” i "nije istinit” se ne
razlikuju, i ove vrste negacije nazivamo ekskluzivna negacija (EX). Ovo nije
jedina opcija. Negacija se ¢esto interpretira kao pozitivna tvrdnja stanja stvari.
Ako se tako interpretira, tada ovu vrstu negacije nazivamo izborna negacija
(CH). Tako se ”lazno” moze definisati na dva nacina:

EX: sent(Q,A) € K je lazna u interpretaciji ¢ ako i samo ako ¢ ne pripada
skupu Mod(sent(Q, A)).

CH: sent(Q, A) € K je lazna u interpretaciji ¢ ako je ¢ € I'g 4 za neki skup
I'g,a C T stanja, gde skup I'g 4 zavisi samo od @, A ali

Fg.a # T\ Mod(sent(Q, A)).

Mozemo postaviti pitanje: Pod pretpostavkama da je elementarna recenica

k € K lazna u EX, da li postoji k' € K koja je tacna ako i samo ako je k lazna?
Drugim rec¢ima, pitamo da li postoji takav k' € K tako da

Mod(k') = T\Mod(k). Ocigledno ne postoji razlog zasto bi postojalo takvo
k' € K, posto je K generisan sa specificnom fizickom teorijom 7' i uopste nema
razloga zasto prema T', mora postojati Q koja zadovoljava

Mod(sent(Q', A")) = T\Mod(sent(Q, A)) (3)

za neko A'. Ako je sent(Q, A’) u K takav za koji vazi (3), kazemo da je K
zatvorena ili kompletna u odnosu na EX negaciju. Ako potrebno k' ne postoji
kao element K, mozda se Mod moze prosiriti iz K u F, tj. moze postojati
element o od F takav da

Mod(a)) = T\ Mod(k).

Ako je to slucaj, kazemo da je F (ili da je jezik «) zatvoren (ili kompletan)

u odnosu na EX negaciju. Dakle, odgovor na pitanje da li je odredeni jezik

zatvoren (kompletan) u odnosu na EX negaciju zavisi delimi¢no od T, i de-

limi¢no od definisanja skupa (neatomarnih) formula.

Slicno mozemo definisati zatvorenost (kompletnost) od F u odnosu na CH.
Neka su Mod(k1),Mod(ks) C T, onda se moze formirati presek

Mod(ky) N Mod(ks) C T

i moZzemo postaviti pitanje da li za bilo koja dva kq, ks € K postoji k € K ili
a € F takav da
Mod(k) = Mod(ky) N Mod(ks)

Mod(a) = Mod(ki) N Mod(ks).
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Ponovo, odgovor zavisi od T i od F. Ako jeste, kazemo da je K (ili F) zatvoren
(ili kompletan) u odnosu na definiciju konjukcije skup-teorijskim presekom.
Takode moze se definisati kompletnost od K i od F u odnosu na disjunkciju

MOd(k‘l) U MOd(kJQ) g r

ili u odnosu na bilo koji drugi semanti¢no definisano logicki operator.

Mozemo slobodno reéi da su srce i dusa kvantne mehanike sadrzani u Hilber-
tovom prostoru. Skup vektora Hilbertovog prostora je skup stanja. Veze izmedu
stanja i fizickih veli¢ina, kao i sve §to ovo podrazumeva o ponasanju kvantno
mehanickih sistema su utkani u strukture ovih prostora, predstavljeni su relaci-
jama medu matematickim objektima koji ih reprezentuju. Ovo znaci da je
razumevanje osobina sistema sa tacke gledista kvantne mehanike, neodvojivo
od poznavanja strukture tih prostora.

Za kvantnu mehaniku sa matematicke strane gledista, kljuéni pojmovi su
samo-adjungovani operator i Hilbertov prostor. Samo-adjungovani operator
odreduje ortonormiranu bazu Hilbertovog prostora. Ta ortonormirana baza se
sastoji od karakteristi¢nih vektora tog operatora i odgovarajuéih vrednosti koje
su realne. Hilbertov prostor je vektorski prostor u kome je definisan skalarni
proizvod i kompletan je tj. u kome svaki Cauchyjev niz vektora konvergira ka
nekom vektoru u tom prostoru. Sve informacije Sto postoje o relacijama izmedu
stanja i fizickih veli¢ina u kvantnoj mehanici su matematicke relacije izmedu
vektora i operatora, koji ih reprezentuju.

U kvantnoj teoriji, pomoc¢u samo-adjungovanih operatora mozemo opisati
opazljive veli¢ine. Posto su rezultati opservacija uvek realni brojevi, zato postoji
nacin povezivanja brojeva sa operatrima. Za to koristimo karakteristicne vektore
i karakteristicne vrednosti. Ako operator deluje na odredeni vektor, tako sto ga
pretvara u visestruki umnozak samog sebe, onda se taj vektor naziva karakte-
ristiéni vektor od operatora sa karakteristicnom vredno$éu. Znaci opservable,
fizicke velic¢ine koje mozemo meriti, su samo-adjungovani operatori. Mogudée
vrednosti su karakteristicne vrednosti tog operatora. Razvoj stanja je zadat
pomoc¢u Schrédingerove jednacine. Mozemo reéi da je nama matematicarima
lakse razumeti matematicke strukture koje opisuju kvantno mehanicki sistem, a
teze nam je razumeti fizicku teoriju. U slede¢em poglavlju obradi¢emo Hilbertov
prostor i njegov ortogonalni komplement. Posle toga ¢emo se baviti ortokomp-
lementarnom, modularnom, i ortomodularnom mrezom.

3.3 Hilbertove i ortomodularne mreze

U ovom poglavlju su opisana mrezna svojstva skupa zatvorenih vektorskih pot-
prostora (moguce i beskona¢no dimenzionalnog) kompleksnog Hilbertovog pros-
tora. Ova mreza je atomarna, kompletna, ortomodularna. Pokazace se da pos-
toje vazne razlike izmedu mreze projekcija kona¢nog i beskona¢no-dimenzional-
nog Hilbertovog prostora.

Neka je H kompleksan Hilbertov prostor. Ho C H je vektorski potpros-
tor ako je Hy vektorski prostor. Hy je zatvoren vektorski potprostor ako
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je vektorski potprostor i ako je zatvoren u normi u H, tj. ako je a, Kosijev
niz u Ho, tada postoji b € Hy granica od a,. U kona¢no-dimenzionalnom
Hilbertovom prostoru svaki vektorski potprostor je zatvoren, ali u beskonaéno-
dimenzionalnom prostoru ne mora da bude. Zbog toga moramo naglasiti koji
prostor posmatramo. Zatvoren vektorski potprostor Hg je i sam Hilbertov pros-
tor.

Sa Sub(H) oznac¢imo skup svih zatvorenih vektorskih potprostora od H. Zatvorene
vektorske potprostore obi¢no oznac¢avamo sa pisanim slovima G,F, £....

Definicija 3.16 (Parcijalno uredenje u Sub(H)): Neka je H Hilbertov prostor.
Relaciju < u skupu Sub(H) definisemo ovako:

Hi < Hs ako i samo ako je Hq C Ho,
tj. H1 < Ha ako i samo ako je potprostor Hi sadrzan u potprostoru Hs.

Relacija < je oc¢igledno refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, sto znaci da
je Sub(H) parcijalno ureden skup.

Definicija 3.17 (Infinum(presek) uw Sub(H)): Neka je G; familija zatvorenih
vektorskih potprostora Hilbertovog prostora H. Definisimo infimum kao zatvoren
vektorski potprostor

/\ gi = NG,
i
gde je N oznaka za presek skupova.

Definicija 3.18 (Supremum/(zbir) u Sub(H)): Neka je G; familija zatvorenih
vektorskih potprostora u Hilbertovom prostoru H. Suma tih potprostora je vek-
torski potprostor . G, definisan sa

Zgiz{aeﬂ\a:Zbi, gde je b; € G;, n € N}.

Supremum, koji oznac¢imo sa \/; G;, definisan je kao zatvoren vektorski potpros-
tor generisan sa G;, tj. \/,; G; je zatvaranje od ), G; u datoj normi.
Ako H nije kona¢no dimenzionalan, tada suma zatvorenih potprostora ne mora
biti zatvoren potprostor. Ovo se moze videti i u slede¢em primeru.

Primer 3.19 Neka su ay, b,, n € N beskonacni ortonormirani nizovi u Hilber-
tovom prostoru H takvi da
(An,bm) =0

za sve n,m € N. Neka su (xy)nen, (Un)nen dva beskonacna niza pozitivnih
realnih brojeva za koje vazi:

Z yi < 00.
Skup vektora z, definisemo
Zn = TnGp + Ynbn
je ortonormiran, tj. vazi

1=|lzll? =27 + s,
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znajuéi da takvi nizovi postoje, na primer T, = cos(%) 1Y = sin(%). Tvrdimo
da su ova dva zatvorena potprostora

E=lan,neN]iG=]z,,n€N]

takva da EVG nije jednako sa sumom od £ i G. Uzimamo ¢ = ynby, i videdemo
c€EVG, alic# c® +cY, gde je c izrazen kao zbir dva vektora gde ct koristi
elemente baze £, a 9 koristi elemente baze G. Element b, je u &+ G za svako
n € N, dok y, # 0 i moZemo pisati

1 1 x 1

bn =——ap + (73571@71 + 7ynbn) = _Jan + —2n.
n n n n yn
Kako je Y y? < oo, sledi da je c € EV G. Ako bismo mogli napisati ¢ = ¢ + c9
tada bi sledilo
Yn = (¢,bn) = (Cg + Cgvbn)
= (Cga bp) = (Z(Cgv Zj)zjv bn)
J
= (Cgv Zn)Yn.-

Kako je yn # 0, sledilo bi (c9, z,) = 1, za svako n € N. Medutim to nije slucaj,

jer (9, z,) je Furijerov koeficijent vektora ¢9, u odnosu na z,.

Lema 3.20 (1)\ G; je najveée donje ogranicenje potprostora G; sa uredenjem
<, . NG < G; za svako i € N, i ako je F < G; za svako i € N, tada je
F < (NG).

(2)\,; Gi je najmange gornje ogranicenje potprostora G;, tj. \/, Gi > G;, za svako
i €N, iako je F > G; za svako i € N, tada je \/,G; < F.

Definicija 3.21 (Ortokomplementiranje u Sub(H)): Neka je H Hilbertov pros-
tor. Neka je G zatvoren vektorski potprostor. Definisemo G+ sa

Gt={aecH]|(ab)=0, za svako b € G}.

Gt je zatvoren vektorski potprostor i zovemo ga ortogonalni komplement od

G.

Lema 3.22 Preslikavanje G — G+ definisano kao u prethodnoj definiciji, ima
sledece osobine:

(1) G ) =6

(2) ako je G < F tada je F* < G+
(3) GAGE=0

(4) GV Gt =H,

gde je 0 = {0} wvektorski prostor, a H je ceo Hilbertov prostor.

Dokaz. (1) Kako je (G+)* =G, i G je po definiciji zatvoren vektorski potpros-
tor, tada je G=g.

(2) Ocigledno.

(3) Jasno da je {0} € G A GL. Treba jos dokazati G A G+ C {0}. Neka je
r € GAG. Tadajexz € Gizasvakoy € G (y,x) = 0. Otuda za y = z je
(z,z) = 0 ako i samo ako je x = 0.
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(4) Jedan od elementarnih ¢injenica u teoriji Hilbertovih prostora je da za svako
b € H postoji jedinstvena projekcija na zatvoren vektorski potprostor a € G
takav da je (b —a) € G*. Dakle, b= (b—a)+a € G+ +G.

Kao posledicu dobijamo:

Tvrdenje 3.23 Ako je H Hilbertov prostor, tada je Sub(H) ortokomplementi-
rana mreza.

Lema 3.24 Ako je H konacno-dimenzionalan Hilbertov prostor, tada je Sub(H)
modularna mreza.

Dokaz. Neka su F i G zatvoreni vektorski potprostori Hilbertovog prostora H i
neka je F < G. Pokaza¢emo da za svako £ € Sub(H) vazi

FV(ENG)=(FVE)NG.
Ako su svi ovi potprostori kona¢no dimenzionalni, tada je
a € FV(EAG) ako i samo ako a = a” + a9,
Ali "9 € £ A G ako i samo ako
at"9 e £iatY e g.

Odatle sledi
a=a" +af"9 e FVE,

gde je a suma vektora u F i u £. Ali je a takode vektor u G, kako je a” € G sa
pretpostavkom F < G.
Obrnuto, ako je

a€(FVE)NG

tadajea € Gia € FVE, paodatle je a = a” + a® to implicira (a € G,F<Q)
¢ =a—-a’ €g

ia® € £AG, stoga je a suma dva vektora, jedan lezi u F, a drugi u £ A G, tj.
ac€FV(ENG). O
U gornjem dokazu je bilo neophodno da potprostori £,F,G imaju konaé¢ne
dimenzije. Ako ovaj uslov nije ispunjen, tada obe strane jednakosti modularnosti
mogu sadrzati elemente koji ne pripadaju ni jednom potprostoru, a ti elementi
se ne mogu dobiti kao sume elemenata u potprostoru, kao sto se vidi i u primeru
3.19. Zato gornji dokaz ne prolazi u sluc¢aju da je H beskona¢ne dimenzije.

Lema 3.25 Ako Hilbertov prostor H nije konacne dimenzije, tada Sub(H) nije
modularna mreza.

Dokaz. Neka je a,, n € N ortonormirana baza u H, i definiSemo elemente b,, sa

b, = agn + o "ay + 072”(12"4_1, (a>1)
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Posmatramo potprostore £,F,G definisane na slede¢i nacin:

F = generisan elementima b,,n € N,
G = generisan elementima b,,,n € N i a;
€ = generisan elementima as,,n € N

Ocigledno
FAE=01iENG=0.

Kako vazi F < G, svi elementi ) 2,b, € F su takode i u G. Posto je F strogo
manje od G jer

/ -n —2n —-n —2n
b, = azn, +a "a; +a" Taspyr —a "ar = agp + o Magnt

§to nije element F za svako n € N, medutim b, € G za svako n € N.
Kako je F < G, vazi
FVELGVE.

Treba jos dokazati da vazi i drugi smer, to jest da vazi
GVELSFVE.

Za to nam treba da je G < F V&, jer je £ < £. Potprostor G je zatvorenje
elemenata vektorskih potprostora

N
Z Znbn + zag

n=1

i potprostor £ je zatvorenje elemenata vektorskih potprostora

N
§ ZnG2n -
n=1

Znbn + zap suu FV E, kako je

N
Z Znby € F
n=1

i dodatno a; je takode u F V & jer a; = lim, t,,, gde je

N

Zaista, elementi ) ",

j— n n —n
t, =a"b, —a"as, =a; —a "agnt1

a™b, —a"as, € FVE.

Konac¢no
FVE=GVE.

Pretpostavljajuéi jednakost modularnosti
FVENG)=(FVE)ANG
i koriste¢i F V E= G V € dobijamo
F=FVO=FV(ENG =(FVE)ANG=(GVEING=G
To znaci da je F=G, §to daje kontradikciju sa F # G. O
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Definicija 3.26 Ortokomplementirana mreZa je ortomodularna ako vazi sledeéi
uslov:

ako je A< B i A < C tada AV (BAC)=(AVB)A(AVC)

Tvrdenje 3.27 U ortokomplementiranoj mrezi L sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) ortomodularnost:

ako A< B i At < C tada je AV(BANC)=(AVB)A(AVC)

(2) kratka forma ortomodularnosti:

ako A < B tada je B= AV (At A B)

(2°) dualna kratka forma ortomodularnosti:

ako B < A tada je B= AN (At V B)

(3) kvazimodularnost (zovemo jos i slaba modularnost):

ako A< B i At < C tada je AV (BANC) =B

(8°) dualna forma kvazimodularnosti

ako B< A iC < At tada je AN(BVC) = B.

Dokaz. Ekvivalencije (2) 1 (2), kao ekvivalencije (3) i (3’) su posledice ortokomp-
lemenata i De Morganovog zakona.

(3") = (27): Zamenom C = AL u (3’) dobijamo (2).

(2) = (3"): Neka vaze B < AiC < At tada

BVC<BVAYiAAN(BVC)<AN(BVAY).

Neka vazi (27) pa
AN(BVC)< B (¥

i kako je B < A, tada
B<AAN(BVC). (*%)

Iz (*) i (**) imamo A A (BV C) = B.
(1) = (2): Neka vazi (1). Zamenom C' = AL u (1) i ako ozna¢imo AV B = B
to jest A < B:
AV(BANAYY=(AVB)A(AVAY)=BAT=B.

(2) = (1): Posto vazi jednostrani distributivni zakon

AV(BANC)<(AVB)AN(AVO),
dovoljno je dokazati da je:

AV (BANC)>(AVB)A(AVCO).
Iz A+ < C sledi

A*AB<CAB
AV (A AB)< AV (CAB),

to jest
AV (BAC) > B.
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Kako je A+ < Condaje AAVA<CVA alil =AtVApajeondal =CVA,
pa imamo da je

AV (At AB)=(AV(A* AB)A(AVO).
Na osnovu pretpostavke (2) imamo da je
(AV(AXAB)A(AVC)=BA(AVC)=(AVB)A(AVO)
jer je A < B. Otuda imamo da je
AV (BANC)>(AVB)A(AVCO).
m

Tvrdenje 3.28 Neka je H Hilbertov prostor. Sub(H) je ortomodularna mreza,
bez obzira na dimenziju H.

Dokaz. Neka je F < G. G je Hilbertov prostor koji ima zatvoren vektorski
potprostor F.
FVFt=g.

G A F1 je ortogonalni komplement od F u G, pa imamo
FV(F:naG) =g,

to je kratka forma ortomodularnosti, a prema tvrdnji 3.27. ekvivalentan je sa
modularnoséu.
O

3.4 Operatori Hilbertovih prostora

Definicija 3.29 Preslikavanje f : V. — U je linearno preslikavanje vek-
torskog prostora (V,+,-, F') u vektorski prostor (U, ®,®, F) ako vazi:

(1) f(x+y) = flx) ® f(y) (z,y V),

(2) fla-z) =a0© f(z) (z,a € F).

Skup svih linearnih preslikavanja iz V' u U ozna¢imo sa L(V,U).
Linearan operator ) definisan na Hilbertovom prostoru H je ogranicen ako
je
sup ||[An|| < oc.
lInll<1
Moze se dokazati da je ogranicenost linearnog operatora ekvivalentna sa neprekidnoséu
operatora.

Definicija 3.30 Neka je H Hilbertov prostor. Sa B(H) oznacimo sve linearne
i ogranicene operatore definisane na H.

B(H) je vektorski prostor u odnosu na operaciju sabiranja

(Q+ R)(n)=Qn+ Ry
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i mnozenje skalarom
(@A) = AQ.

Formula [|Q[| = supy, <1 [|@Qn]l < oo definise normu na B(#), tako da B(H)
postaje Banachov prostor (tj. B(H) je kompletan u normi). B(H) je takode
algebra ako je proizvod definisan kompozicijom:

(Q,R)(n) = Q(R(n)).

B(H) je Banachova algebra, tj. vazi

QR < [IQIIII R

(proizvod je neprekidan u normi).

Definicija 3.31 Neka je B(H) algebra svih ogranicenih linearnih operatora na
Hilbertovom prostoru H. Operator E € B(H) je idempotentan ako vazi

E?’=E.

Neka je @ linearni operator u L(#H). Operator @* je adjungovani od @ ako

vazi
(n,Q€) = (Q™n,¢), za svako n,§ € H.

Postojanje adjungovanog operatora dobijamo iz slede¢ih ¢injenica:
Neka su (Hy, (.,.)1) 1 (Ha,(.,.)2) Hilbertovi prostori nad F € {R,C} i neka je
A € L(Hy, Hs). Tada je za svako fiksirano y € Hj relacijom f(x) = (Az,y)s,
x € H, definisana neprekidna linearna funkcionela f € H, = L(H;,F). Na
osnovu Risove teoreme o reprezentaciji neprekidne linearne funkcionele, postoji
jedinstven elemenat z(y) € H; takav da je

(Az,y)2 = (z,2(y))1, = € Hy.

Dakle, preslikavanje A* : y — 2(y) je adjungovano preslikavanju A.
Neka je ‘H neki Hilbertov prostor. Preslikavanje

B(H)>Qw— Q€ B(H)
ima sledeée osobine:
(1) (@) =Q
(2) (QR)" = R*Q~
3) e[l = [l

Definicija 3.32 Banachova algebra u kojoj preslikavanje * ima osobine i)-iii)
se naziva tmvolutivna Banachova algebra.

Slede¢a C*-osobina takode vazi u B(H):
iv) C*-osobina: [|Q*Q|| = ||Q|?, za svako Q € B(H,).

Definicija 3.33 C*-algebra je involutivna Banachova algebra koja ima C*-
osobinu.
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Dakle, svako zatvaranje od *-podalgebre od B(?) u datoj normi je C*-algebra.

Vazna vrsta operatora su unitarni i samo-adjungovani:

Definicija 3.34 Neka je H Hilbertov prostor, T € L(H). Operator T je uni-
taran ako vaZi:
TT* =TT = 1.

Definicija 3.35 Neka je H Hilbertov prostor, T € L(H). Operator T je samo-
adjungovani (ermitski) ako vazi:

T=T"

Definicija 3.36 Neka je V vektorski prostor nad poljem F, i nekajeT : V — V
linearni operator. Nenula vektor x € V je karakteristiéni vektor za operator
T ako postoji A € F' takav da je

Tx = \x.

U tom slucaju za A € F kaZemo da je karakteristiéna (sopstvena) vrednost
za karakteristican vektor x.

Tvrdenje 3.37 Neka je H Hilbertov prostor i T € L(H). Tada je T samo-
adjungovan operator ako i samo ako je

(Tz,z) € R za svako x € H.

Dokaz. Neka je V vektorski prostor. Neka je T samo-adjungovan operator.
Tada je
(Tz,z) = (z,Tx) = (Tz,x)

tj. (Tz,x) € R.
Obrnuto, neka je (T'z, x) realan broj za svaki vektor x € V. Tada za svaki skalar
«a € C i za proizvoljne vektore z,y € V vazi

(T(azx +y),azx +y) = [af*(Tz, ) + (Ty,y) + a(Tz,y) + a(Ty, ).

Po pretpostavci on je realan broj, pa je onda i a(T'z,y) + @(z, Ty) realan broj.
Za o =1 imamo (Tz,y) + (z,Ty) € R. Tada je Im(Tz,y) = Im(z,Ty).
Za o = 1, imamo

z((Ta:,y) - (vay)) € R,

pa je
Re(Tx,y) = Re(z, Ty).

Dakle, (Tz,y) = (z,Ty). O
Tvrdenje 3.38 Ako je T € L(H) samo-adjungovan operator i ako je A karak-

teristicna vrednost za T tada je A € R. Karakteristiéni vektori koji odgovaraju
razlicitim karakteristicnim vrednostima su ortogonalni.
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Dokaz. Neka je M\ karakteristicna vrednost za operator T' i neka je x nenula
odgovarajudéi karakteristicni vektor za A, tj. imamo Tx = Az. Tada je

Mz, z) = (M\x,z) = (T, x).
Kako je T samo-adjungovan operator, tada je ovo dalje jednako sa
(,Tx) = (z, ) = Ma, ).

Dakle, A\(z,2) = A\(z,2), pa je A = \.
Neka je n # A karakteristi¢na vrednost za operator T, a y je odgovarajuéi
karakteristicni vektor za n. Tada je

Mz, y) = (Az,y) = (Tz,y) = (z, Ty) = (v,ny) = n(x,y).

Kako je n # A, onda je (x,y) = 0, §to znaci da su karakteristiéni vektori z i y
ortogonalni. O

Dakle, sve karakteristicne vrednosti samo-adjungovanih operatora su realni
brojevi.

Definicija 3.39 Linearan operator A definisan na H je projekcija ako je
samo-adjungovan i idempotentan.

Projekcije su neprekidni (u normi) operatori, norma projekcije je jednaka 1
(osim 0 projekcije). Specijalne projekcije su 0 i identican operator I.

Postoji jedan na jedan korespondencija izmedu projekcija definisanih na H i
zatvorenih vektorskih potprostora na H. Ako je E projekcija, moze se identi-
fikovati sa skupom slika od E: range(FE) je vektorski potprostor definisan

range(E) = {a|Eb = a}.

range(FE) je zatvoren vektorski potprostor u H. Obrnuto, ako je G C H zatvoren
vektorski potprostor, tada za svako a € H mozemo pisati a1 + a2 = a, gde je
a1 € G, az € G+. Operator G definisan sa Ga = a; je projekcija na G.

U daljem tekstu ¢emo identifikovati zatvorene vektorske potprostore sa pro-
jekcijama, oznacavajuéi Sub(H) i skup svih projekcija i skup svih zatvorenih
vektorskih potprostora. Bitno je razjasniti da li se element u Sub(H) posmatra
kao potprostor ili projekcija. Za potprostore odredene projekcijama F, F, G ko-
risti¢emo pisana slova £,F,G.

Posto je Sub(H) podskup algebre B(#) svih ograni¢enih operatora definisanih
na H, imamo parcijalnu algebru operatora:

Ako A,B € Sub(H), A+ B, AB, i aA su svi definisani kao linearni operatori,
koji medutim nisu projekcije.

Definicija 3.40 Projekcija F je manga od projekcije G, u oznaci F < G ako
i samo ako (Fa,a) < (Ga,a), za svako a € H.

Sledeéa lema nam pokazuje da se relacija < poklapa sa parcijalnim uredenjem
definisanim izmedu dva potprostora.

Lema 3.41 F < G ako i samo ako je FF < G.
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Dokaz. Neka je F < G. Posmatramo ortogonalnu dekompoziciju
a=a” +a” . Neka je Fa = a”. Tada imamo

(a, Fa) = (a, F?a) = (Fa, Fa) = |la”|°.
Kako vazi Ga” = a” tada je
(a,Ga) = (a, G*(a” + ™)) = a7 + Ga"|I* > a7
Obrnuto, ako je F' < G, tada za svako a € H
[Fal* < ||Gal*.

Ako je a € F, tada je
lall = [[Fal| < [|Gal| < ||al]

pa je ||Gall = [|a], stoga je a € G. O
Lema 3.42 Neka su A i B projekcije.
A < B ako i samo ako je AB= BA=A.

Dokaz. A < B ako i samo ako je BAa = Aa, za svako a € H. Ali tada je
BA = A*B* = (BA)* = A* = A. O

Definicija 3.43 Neka je H Hilbertov prostor i T € L(H). KaZemo da je T
pozitivan operator ako je (Tx,x) > 0 za svako x € H, i tada pisemo da je
T2>0.

Kako su karakteristi¢ne vrednosti samo-adjungovanih operatora realni brojevi i
prema definiciji pozitivnog operatora dobijamo slede¢u posledicu:

Posledica 3.44 Svaki pozitivan operator je samo-adjungovan.

Tvrdenje 3.45 Ako je H Hilbertov prostor i T € L(H), tada je T*T pozitivan
operator.

Dokaz. Za x € H imamo
(T*Tz,z) = (Tx, Tx) = | Tx|* > 0.
O

Definicija 3.46 Neka je H Hilbertov prostor, i neka su A i B samo-adjungovani
operatori iz L(H). Ako je A— B >0, tada pisemo A > B ili B < A.

Sve ove osobine Hilbertovih prostora nas motivisu da uvedemo apstraktne
algebarske strukture kao sto su efekt algebre odnosno D-poseti.



Glava 4

Efekt algebre i D-poseti

4.1 Efekt algebra

Ako je kvantno-mehanicki sistem ¢ predstavljen na uobic¢ajeni nac¢in kao Hilber-
tov prostor H, tada samo-adjungovani operator A u H takav da 0 < A < 1,
(gde je 1 oznaka za identicki operator) odgovara specijalnim opservablama koje
zovemo ”efekti”. Efekti su znacajni jer igraju vaznu ulogu u stohasti¢koj kvant-
noj mehanici.

Definicija 4.1 Neka je (L,®,0,1) sistem koji se sastoji od skupa L sa dva
specijalna elemenata 0,1 € L na kom je definisana parcijalna binarna operacija
@ tako da vazi:

(1) Ako je p®q definisano onda je definisano i ¢®p i vaZi pdq = qBp - zakon
komutativnosti.

(2) Ako suq@r ip® (q®r) definisani tada suip®q, (p D q) Dr definisani i
vaZip® (q®r)=(p®q) ®r - zakon asocijativnosti.

(3) Za svako p € L postoji jedinstven q € L takav da p®q je definisan i pdq = 1
- zakon ortosuplementacija.

(4) Ako je 1 ® p definisano, tada je p =0 - zakon jedan-nula.

(5) Ako sup®q, p® T i ¢ ®r definisani, tada je (p ® q) & r defisano - zakon
koherencije.

(6) Za svako p,q € L postoje a,b,c € L takvi da sub®c ia® (bdc) definisani,
tvaZip=a®c iq=>bdc -zakon kompatibilnost.

Sistem (L, ®,0,1) koji zadovoljava uslove (1)-(4) zovemo efekt algebrom.

Ako nema opasnosti od konfuzije, kazemo da je L efekt algebra kada je
(L,®,0,1) efekt algebra. Ako pisemo p @ r = ¢ u efekt algebri, tada pod-
razumevamo da je: p@®r je definisano i p®r = ¢. U nastavku ¢emo pretpostaviti
da je L efekt algebra.

Za skup svih efekata Hilbertovog prostora H vaze osobine (1)-(4) iz definicije
4.1. ako parcijalnu operaciju @ definiSemo na sledeé¢i nacin:

A® B=A+ B akoisamo ako A+ B < 1.

Definicija 4.2 Neka je L efekt algebra i neka su p,q € L.
(1) Kazemo da je p ortogonalno na q, i pisemo p L q, ako i samo ako je p® q

36
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definisano. Ako je 0 # p i p L p tada p zovemo izotropni element od L.

(2) Kazemo da je p manje ili jednako od q, i pisemo p < q, ako i samo ako
postoji element r € L tako dap Lr ip®r =q.

(3) Jedinstven element q takav dap L q ip®q =1, obeleZavamo sa p, 1 zovemo
ga ortosuplement od p.

Lema 4.3 Neka je L efekt algebra, i neka sup,q € L. Tada vazi:
(1)pLa=qLlp,

2)p =p,
(3)1 =0i0 =1,
(4)pop =1,

(5)p L0ip®0=p,
(6)p L1&p=0,
(7)p®q=0=p=q=0.

Dokaz. (1)-(4) su o¢igledni. Dokazimo ostale osobine.

BG)1l=1®1=0(p ®&p)®@0=p & (pd0), stogapd0=p =p.

(6) p L 1 = p =0 na osnovu zakona jedan-nula, a drugi smer sledi iz (5).

(7) Akop@g=0,tadal =100=1®(pDq) = (1®p)Bgq, tada 1l L piodatle
sledi p = 0. Analogno se dobija da je ¢ = 0. O

Tvrdenje 4.4 Neka ]eL efekt algebm zneka sup,q € L. Tada vazi:
(1)pLlg=plpeq ipepeq =4,

(2)pLlgep<q,

(3)p<a=dq <p, »

(4)p<qg=pLl(p®q) ip®(P®q) =q (ortomodularnost).

Dokaz. (1) Neka jer : (p@q) Tadal = (p@q)®r =q®(p®r), pa q¢ =por.
(2 )AkOJequtadap<q sledi iz (1).

Obrnuto, ako je p < ¢ tada postoji 7 € L sa osobinom p & r = q/7 pa stoga
l=@poer)®q=r®(p®q) paondajepj_q

(3) Iz (2) imamo p< g = p<(¢) =pLlqd =q Lp=q <p.

(4) Zamenjujuéi u (1) ¢ sa ¢ i koriséenjem (2) dobijamo tvrdenje. O

Tvrdenje 4.5 (zakon kancelativnosti): Neka je L efekt algebra i neka su
p,q,7 € L sa osobinom p,q L r. Tada vaZi:

()pdr=qar=p=q

(2)pdr<qor=p<q.

Dokaz. (1) Pretpostavimo p@r = ¢@rineka je s := (p@®r) = (¢@®r) . Tada
per)es=1=(¢ar)®s, papd(r&s) =q®(rads) =11odatle je

=(res) =q.
(2) Pretpostavimo p®r < ¢dbr. Tada postoji s € L sa osobinom (pds)r = ¢br,
pajep®s=gq,pap<q. O

Definicija 4.6 Neka je L efekt algebra. KazZemo da je podskup A C L pod-
efekt algebra od L ako i samo ako 0,1 € A, A je zatvoreno za p — p iz
svako p,q € A, p Lg=pdqeE A.

Tvrdenje 4.7 Efekt algebra L je parcijalno uredena sa relacijom < i0<p <1
za svako p € L.
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Dokaz. Refleksivnost i tranzitivnost su oc¢igledne. Dokazimo antisimetri¢nost.
Neka su a,b € L takve da vaze a < bib < a. Tada postoje p,q € L takve da
a®p=>bib®g=a. Stoga, a0 =a=bDqg=(a®p)Dqg=a®d (pDq) pa
p @ q = 0 po kancelativnosti. Tada je iz leme 4.3 (7) imamo da je p = ¢ = 0 pa
odatle sledi da je a = b. O

Ako je (P, <) parcijalno ureden skup (poset), a,b € P, a < b, neka je
Plab:={p€ P |a<p<bh

Definicija 4.8 Linearno uredenu efekt algebru zovemo scale algebra.

Definicija 4.9 Neka je (G,-) grupa i neka je < parcijalno uredenje na G.
Kazemo da je (G, -, <) parcijalno uredena grupa sa desne strane ako

Neka je (G, -) grupa i neka je < parcijalno uredenje na G. Kazemo da je (G, -, <)
parcijalno uredena grupa sa leve strane ako

Vf,g,h€G, f<g=h-f<h-g.

Kazemo da je (G,-, <) parcijalno uredena grupa, ako je parcijalno uredena
grupa i sa leve i sa desne strane.

Definicija 4.10 KaZemo da je (G, +, <) parcijalno uredena Abelova grupa,
ako je ona parcijalno uredena grupa i ako je (G,+) Abelova grupa, to jest vaZi:

a+b=0b+a, za svako a,b € G.
Neka je G parcijalno uredena Abelova grupa. Skup
Gt={zeG|0<a}
zovemo pozitivan konus grupe G.

Tvrdenje 4.11 Neka je G parcijalno uredena Abelova grupa, 0 # u € G, i
neka je L :== GT[0,u] = {9 € G|0< g <u}. Tada je (L,0,u,®) efekt algebra,
ako parcijalnu operaciju d na L definisemo na sledeéi nacin:

p D q je definisano ako i samo ako je p+ q € L.

U efekt algebri L imamo p/ = u — p @ parcijalno uredenje na L se poklapa sa
restrikcijom parcijalnog uredenja sa G na L.

Dokaz. Dokazimo osobine efekt algebri (1)-(4) iz definicije 4.1.

(1) Neka postoji p@gq. Tada je p+ ¢ € L, ali posto je + komutativna operacija,
imamo dajeig+pé€ L, tj. ¢®p. Odatle je pDqg=q D p.

(2) Neka su ¢®r i p®(¢@r) definisani. Odatle imamo da g+r € Lip+(g+r) € L.
Kako je + asocijativna operacija tada je p+ (¢ +7) = (p+q) +r € L, to jest
p@(qger)=(poq &r.

(3) Za svako p, p® (u — p) = u. Pretpostavimo da p @ g postoji i jednak je sa
u. Tada je p+ q = u € L, pa je zbog komutativnosti operacija + imamo da je
q+p=u € L, sto implicira ¢ = u — p. Odatle je g takav da p ® ¢ = u postoji i
jedinstven je.

(4) Neka je u @ p definisano, i neka je u ®p =¢. Tada jeu+p =g € L, pa je
p=q—u € L. Kako je u najveéi element iz L, onda ¢ =u i p = 0. O
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Definicija 4.12 Efekt algebru GT[0,u] iz prethodne teoreme zovemo interval
efekt algebrom ili skraceno, interval algebrom.

Ako je G bilo koja totalno uredena Abelova grupa sa pozitivnim konusom
G1i0+#u e Gt tada je interval efekt algebra GT[0, u] scale algebra.

Definicija 4.13 Ako R posmatramo kao aditivnu totalnu uredenu Abelovu grupu
sa uobi¢agenim pozitivnim konusom R, tada interval algebru RT[0,u] zovemo
standardna scale algebra.

Definicija 4.14 Neka je L efekt algebra. Neka je aq,as,as, ..., a, konacan niz
u L. Ako jen = 1, kaZemo da postoji ®(a1) u L i definisemo ga sa ®(a1) := a;.
Analogno, kazemo da postoji ortogonalna suma ®(aq,az,as,...,a,) u L ako i
samo ako postoje ®(ay,as,as,...,an—1) t Blay, az,as,...,an_1) Ba, u L, gde je
®(a1,a2,a3,...,an) = ®(a1,a2,a3, ..., Gp—1) B ap.

Ako postoji ortogonalna suma ®(aq,as, as, ...,a,) u L, kazemo de je
ai,as,as, ..., a, ortogonalni niz u L. Napomenimo, da a i b ¢ine ortogonalni
niz u L ako i samo ako a L b, gde je ®(a,b) = a®b. Analogno, a1, as,as, ..., an je
ortogonalni niz u L, definiSemo ga sa a1 as®az®...Ba, := B(a1,az,as, ..., ).
Ortogonalnu sumu ozna¢imo sa @;-_;a; ili jednostavnije @;a; i podrazumeva se
1=1,2,3,...,n.

Tvrdenje 4.15 Neka je L efekt algebra. Pretpostavimo da je ai,as,as, ..., a,
jedna ortogonalna suma u L. Tada:

(1) Ako je o permutacija od {1,2,3,....,n} tada je ay1,a52, 53, -, Qopn OTTOGO-
nalni niz v L i (a1, az,a3, ..., 0n) = B(Ao1, Uo2, Qg3 ooy Qon)-

(2) Ako je 1 < k < n—1 tada su ay,a2,...,0%  Akt1, k2, ..., Ay OTtOgONGING
nizovi u L i ®(ay,as,...,a,) = ®(a1,a2, ..., ar) O (Qk+1, Gkt2, -, Qn)-

(3) Ako je by, ba, ..., by, ortogonalni niz u L, tada je ai,as,...,an,b1,b,...; 0,
ortogonalni iz ako i samo ako ®(a1,ag,...,an) L ®(b1,ba, ..., by,).

(4) Ako je by, € L, by, < ay, za k =1,2,...,n tada je by, ba, ..., b, ortogonalni niz
ul 1 @(bl,bz, ,bn) < @(al,ag,ag, vy Oy

Definicija 4.16 Neka je L efekt algebra. Neka je n nenegativan ceo broj i neka
jea € L. Zan =0 definisemo na := 0 i zan =1 definiSemo na :=a. Zan > 1,
neka je a; ;== a zat1=1,2,....n. KaZemo da je element na definisan ako i samo
ako je ay,as,as, ..., a, ortogonalni niz, i tada je na := ®(ay, az,as, ..., ay)-

Lema 4.17 Neka je L efekt algebra. Neka je a € L, neka su n, h, k nenegationi
celi brojevi 1 pretpostavimo da je na definisano. Tada vazi:

(1) ka je definisano za svako k < n.

(2) Ako je h+ k < n, tada je (h+ k)a = ha + ka.

(3) Ako jen >0, tada na =0 < a = 0.

(4) Ako su ha i ka definisani i a # 0, tada ha < ka < h < k.

Dokaz. Koristeéi prethodnu definiciju i (2) deo iz prethodne teoreme (indukei-

jom), zakon kancelativnostii p®g=0=p=¢g=0. O
Ako je 0 # p € L, tada je p izotropni ako i samo ako je 2p definisano u L.

Ako su ai,as,as,....,ax € L, ni1,n9,n3,...,n, € Z1T i p € L, tada pisemo

p = @i-“:lniai = njai P ngas @ ... B nray Sto znadi da su niaq,ngasg, ..., NEay
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definisane u L, niai,nsas,...,nrar je jedan ortogonalni niz u L, i p = ®;n;a;.
Ako su oni celi brojevi, tj. n1,n2,n3,...,n; € Z* tada je p = ®;n;a;, kazemo da
je p (kona¢na) ortokombinacija elemenata aj,as,as, ..., ax sa koeficijentima
ny,nN2, N3, ..., Nk-

Definicija 4.18 Neka je L efekt algebra. Za podskup X od L kaZemo da generise
L ako i samo ako je svaki element efekt algebre L konacna ortokombinacija ele-
menata iz X .

Ortoalgebra je efekt algebra gde je zakon jedan-nula zamenjen sa zakonom
konzistentnosti:
plp=p=0.
Otuda, svaka ortoalgebra je efekt algebra. Ocigledno, efekt algebra je ortoalgeb-
ra ako i samo ako ne sadrzi izotropne elemente. U standardnoj scale algebri
RT[0,1], svaki nenula element u intervalu R*[0, 1] je izotropni, dakle RT[0, 1]
je efekt algebra, ali nije ortoalgebra.

Tvrdenje 4.19 Za efekt algebru L, sledeéi uslovi su medusobno ekvivalentni:
(1) L je ortoalgebra,

(2)p,ge L, p L q=poOq je minimalno gornje ogranicenje za p i q u L,
(3)p€L:>p/\p =0,

(4) L je ortokomplementirana sa preslikavanjem p — p/.

Dokaz. (1)=-(2): Videti u radu D. J. Foulis, R. J. Greechie, and G. T. Riitti-
mann:” Filters and supports in orthoalgebras”.

(2)=(3): Neka vazi (2), inekajer e L,r <p,p. Tadap,p <r <1l=pa&yp,
pa r = 1, »=0.

(3)=(4): Koristedi ¢injenice:

plgep<dp<q=>qd <y,

P> p/ je involucija ograni¢enog operatora na ograni¢enom posetu L, stoga De
Morganov zakon je efektivan. Kako je p A p/ = 0 za svako p € L, odatle sledi da
jep\/p/ =0 =1, zasvakop € L.

(4)=(1): Neka je L ortokomplementlranje sap— p ineka je g € L takav da je
qlaq. Tadajeq<q paJeO—qu—q O

Lema 4.20 Jedina scale algebra koja je takode ortoalgebra je Booleova algebra
2:={0,1}.

Dokaz. Neka je L scale algebra i ortoalgebra i neka je a € L. Tada bilo koje
a<a,za koje vazi a L a tako da je a = 0 ili a < a, za koje vazi a 1d, tako
dajealzoiazl. O

Ortomodularni poset (OMP) mozemo smatrati ortoalgebru L koja zadovo-
ljava zakon koherencije za p,q,7 € L: p L q¢,p L r,q L r = p,q,r je ortogonalni
niz za koji vazi zakon koherencije tj. ako su definisane p@® q, p®riqg®r, tada
je (p ® q) ® r definisano.

Tvrdenje 4.21 Efekt algebra L je OMP ako i samo ako zadovoljava zakon
koherencije.

Dokaz. Treba dokazati da ako L zadovoljava zakon koherencije, tada je L or-
toalgebra. Pretpostavuno zakon koherencije, i neka je ¢ € L, q L q. Tada sa
p:=qir:=q imamop L ¢, p L r, q L ritada (q,4q,4q ) je ortogonalni niz.
Tada je ¢ L (¢@®¢) =1 paje ¢ =0. O
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4.2 Poseti sa razlikom i D-poseti

Podsetimo se pojmova parcijalno uredenog skupa i mreze. (P, <) je parcijalno
ureden skup ako je relacija < refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Za parci-
jalno ureden skup (P, <) kazemo da je mreza ako svaka dva elementa iz P imaju
najmanje gornje ogranic¢enje (supremum) i najveée donje ogranic¢enje (infimum).

Definicija 4.22 Poset sa razlikom je sistem (P; <, ) koji se sastoji od par-
cijalno uredenog skupa P definisanog sa parcijalnom binarnom operacijom ©
koja zadovoljava sledece uslove za sve a,b,c € P:

(D1) bS a je definisano ako i samo ako je a <b.

(D2) Ako jea <b tada jeboa<bibo (boa)=a.

(D3) Ako jea <b<ctadajecob<cOai(ca)o(ceb) =bSa.

Ako je P mreza tada za P kazemo da je mreza sa razlikom.
Uoc¢imo da razlika nije definisana za proizvoljan par elemenata od P, nego samo
za parove (a,b) gde je a < b. Zato kazemo da je ta razlika parcijalna binarna
operacija. Na primer, u skupu nenegativnih brojeva rezultat oduzimanja b — a
je opet nenegativan broj ako i samo ako je uslov a < b zadovoljen.
Napomenimo da je binarna operacija koja je definisana za bilo koji par eleme-
nata je totalna. Na primer, oduzimanje na skupu realnih brojeva je totalna
binarna operacija.
Posmatracemo neke primere poseta sa razlikom.

e Prsten skupova koji su parcijalno uredeni inkluzijom sa operacijom razlika
skupova je mreza sa razlikom.

e Neka je (R;+, -, <) parcijalno ureden prsten, neka je
R* = {a € R: a > 0}. Parcijalna binarna operacija © na R" definisana
je na sledeé¢i nacin:

b © a je definisano ako i samo ako je a < b,i tada je bS a:=b+ (—a),

gde je —a inverzni element od @ u odnosu na operaciju +. Tada je RT
poset sa razlikom.

Na primer R* (skup svih nenegativnih realnih brojeva) sa uobi¢ajenom
razlikom realnih brojeva je mreza sa razlikom.

e Neka je (G,+,V,A) Abelova f-grupa (mrezno uredena grupa) i
Gt ={a € G:a<0}. NaGT definiSemo parcijalnu binarnu operaciju &
na isti na¢in kao u prethodnom slu¢aju. Tada je G mreZa sa razlikom.

e Neka je S = {xo, z1, 2, ..., Tp, ...} prebrojiv lanac
2o <21 <22 < ... < Ty <Tp <...,n €N. Stavimo za x,0x; = zp_j,
k,7€{0,1,2,...}, k > j. Tada je S mreza sa razlikom.

e n-dimenzionalan realan vektorski prostor R™ sa parcijalnim uredenjem po
koordinatama i sa uobicajenom razlikom vektora je mreza sa razlikom.

Dokazimo sada da svaka efekt algebra u sebi sadrzi strukturu poseta sa
razlikom.

Definicija 4.23 Neka je L efekt algebra. Ako su p,q € L, takvi da je p < gq,
definisemo razliku q — p kao jedinstven element u L koji zadovoljava

p®(g—p)=gq
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Lema 4.24 Neka je L efekt algebra. Ako jep € L, tada jep=p—0,0=p—p
ip =1—p.

Lema 4.25 Neka je L efekt algebra. Ako sup,q € L, p < q, tada vaZi:
()p=q&q—p=0,

(2)p=0&q—p=gq,

(8)g—p<qip=q—(q-p),
(4)r<q-p=p<q-rilg—p)—r=(-7)-p,
(5)a—p=@P®q),

(6)p®q =(qa-p) -

Lema 4.26 Neka je L efekt algebra. Ako su p,q,r € L ip < q < r tada je
r=p®(q—p)®(r—aq).

Kao posledicu prethodne leme mozemo zakljuciti sledeée:
r=p=(q-p)®(r—aq),

(r=p)—(r—q =q-np,
r—(q—-p)=p&(r—q).

Dakle, svaka efekt algebra u sebi sadrzi strukturu poseta sa razlikom. Zaista,
za, sve elemente p, ¢, r neke efekt algebre

q-p<q¢p=q—(q—p) r=p)—(r—q =qg—p

Tvrdenje 4.27 Neka je L efekt algebra. Ako L zadovoljava wuslov prekida
rastucih ili opadajucih lanaca, tada je L generisana skupom svih atoma u L.

Dokaz. Na osnovu uslova prekida opadajucih lanaca, L je atomarna.
Pretpostavimo da je 0 # p € L i da se p ne moze napisati kao konacna linearna
kombinacija atoma u L. Izaberimo jedan atom a; < p, takav da je

p—aq # 0. Izaberimo jos jedan atom as < p—ay, takav da je (p—aq) —ag # 0.
Nastavljajuéi ovaj postupak, dobijamo beskona¢an niz (ne obavezno razli¢itih)
atoma a1, as, as, ... u L takav da je (a1, ag, ...a,) ortogonalni niz za svako n > 1.
Neka je p, := ®(a1,az2,...a,) zan =1,2,.... Tada je p1 < pa < ... < pp < ...
¢ime dobijamo kontradikciju sa uslovom prekida rastucih lanaca. O

4.3 Osobine poseta sa razlikom i D-poseti

Lema 4.28 Necka je (P;<,8) poset sa razlikom i a,b,c,d € P.

(1) Akojea<b<ctadabSa<cSai(cOa)o(bSa)=cSb.

(2) Akojeb<cia<cob, tadajeb<cSai(cob)Sa=(cSa)Sh.

(3) Ako jea <b<c, tadajea<cO (bSa)i(co(bOa)Sa=cOb.

(4) Ako jea <cib<c tadacSa=cSb ako i samo ako je a =b.

(5) Akojed € P,d < a,bia,b< ctadacOa = bod ako i samo ako cSb = a&d.

Dokaz. (1) Iz (D3) i (D1) imamo da je (c©a)© (cob) =boa<cSaaiz
osobine (D2) imamo da je

(coa)o(boa)=(coa)o((ca)o(ceb) =cOb.
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(2) Na osnovu hipoteze imamo da je a < c6b < ¢, i iz (D3) dobijamo
co(cob)<coatojest b<cOa

Na osnovu (1), (c6b)Sa<cSapaje(cOa)O((cOb)Sa)=cS(cOb) =b,
pa je stoga

(coa)ob=(coa)o((cca)o((cob)Oa))=(cOb)Oa

(3) U skladu sa (1) imamo b S a < cSa < cisa (D3) dobijamo
cO(coa)<co(oa)pajea<co (boa)<ec.
Koristeéi (2) i (1) imamo

(cooa)oa=(coa)o(boa)=cOb.

(4) Akojecoa=cHbtadajeb=cO (cOb)=cO(cSa)=a.
Obrnuto je oc¢igledno.
(5) Ako je coa=bod tada iz (1) i (D3) dobijamo

cob=(codebed) =(codo(coa)=a0d.

Obrnuto se dokazuje analogno. O
U definiciji poseta sa razlikom, postojanje najmanjeg i najveceg elementa
nije potrebno. Ako posmatramo a < b tada je a©a = bSb. Zaista, iza <a<b
imamo bSa=(b0a)o (aSa)iiza<b<bimamobSa= (bSa)O (bOb).
Zbog toga (4) u prethodnoj lemi daje Zeljeni rezultat.
Koristeéi tranzitivno zatvaranje binarne relacije ~, gde je a ~, b ako i samo
ako a < b ili b < a, primetimo da se svaki poset sa razlikom moze napisati kao
skup-teorijskih unija poseta sa razlikom, od kojih svaki ima najmanji element.
Konkretno, ako postoji najveéi element, obi¢no se oznacava sa 1. Tada je 161
najmanji element, i obi¢no se znacava sa 0.

Definicija 4.29 Poset sa razlikom koji sadrzi najveci element 1 i najmangi ele-
ment 0, zove se D-poset.

Za svaki element a u D-posetu, element 1S a se zove ortosuplement od a
i oznacavamo ga sa a.
Unarnu operaciju ": P~ Pna posetu P sa 0 i 1, koja zadovoljava uslove:
(1) " = a, za sve a € P (involucija)
(2)a<b=b <d
(3YaVad =1lianad =0
zovemo ortokomplementiranje. Poset P sa ortokomplementiranjem je orto-
poset.
Operacua a +— da na D- posetu zadovoljava sledeée uslove: a < b = b < a
a = a, ali nemamo uvek a A a = 0. Stoga D-poset nije uvek ortoposet.
Primetimo da sledeéi uslov ne mora da bude zadovoljen u posetu sa razlikom
(P;<,0).
Zakon kancelativnosti: Akojea <b,cibSa=cSa tada je b=c.
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Definicija 4.30 Neka je P poset sa razlikom. P nazivamo generalizovanim
posetom sa razlikom ako P sadrzi nagjmangi element 0 @ zadovoljava zakon
kancelativnosti.

Parcijalno ureden skup P je na gore usmeren ako za svako a,b € P postoji
de Ptakavdaa<d,b<d.

Lema 4.31 Ako je P na gore usmeren poset sa razlikom, tada vazi zakon
kancelativnosti. U svakom D-posetu zakon kancelativnosti je zadovoljen.

Dokaz. Neka je b&a = cSa, a,b,c € P. Kako je P na gore usmeren, tada
postoji element d takav da je b, c < d. Koristeéi prethodnu lemu imamo

dob=(doa)e(boa)=(doa)E(coa)=dSec,
pajeb=do(deb)=de(dsc) =c. O

4.4 Veza D-poseta i efekt algebri

U svakom generalizovanom D-posetu, mozemo definisati dualnu operaciju @ za
operaciju © na sledeéi nacin:

a @ b postoji i jednak je sa c < cOb=a. (*¥)

Lema 4.32 Neka je P D-poset i a,b,c € P. Tada:

(1) a ® b postoji u P ako i samo ako a < b,, ia<b mmplicira daa < a®b i
(a®b)©a=hb.

(2)a<b ia®b< cimplicira docS (a®b)=(cOa)ob=(cOb)Sa.
(8)a<b<c impliciraa®c<b®ci(b®c)o(ade)=boa.

(4) a <b<cimpliciraa® (cob)=co(ba)i(cob)®(bca)=cOa.
(5) a < b implicirab=a® (bOS a).

(6) (a<b ia<c impliciraa®b=ad®c) ako i samo ako b= c.

(7) (a<b<c ic<d<d impliciraa®d="b®c) ako i samo ako bSa = dSc.
(8) a<b <c impliciraa® (bec)=(a®b)Se.

(9) c<a<b ic<bimplicira (aoc)®(boc)=((a®b)Sc)Ee.

Dokaz. Za dokaz ove leme treba iskoristiti aksiome i osobine razlike ©. O

Lema 4.33 Neka skup P ima specijalni element 0 ¢ parcijalnu binarnu operaciju
o.
Neka je < binarna relacija na P data sa

a < b ako i samo ako je b© a definisano.

Tada je (P;<,0,0) generalizovani D-poset ako i samo ako su sledeéi uslovi
zadovoljeni za svako a,b,c € P:

(d1) a ©0 je definisano i a © 0 = a.

(d2) a & a je definisano.

(d3) Ako subSa icob definisani, tada suicSa i (cSa)© (cOb) definisani
i(coa)e(cebd)=bsa.

(d4) Ako je 06 a definisano tada je a = 0.

(d5) Ako je b S a definisan i ¢ © a je definisan i c©a=b©O a tada je b = c.

P je D-poseta ako i samo ako sadrzi element 1 koji zadovoljava sledeéi uslov:

(d5°) Za bilo koji a € P, 1S a je definisano.
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Dokaz. Jasno je da svaki generalizovan D-poset zadovoljava uslove (d1)-(d5) i
da D-poset zadovoljava (d5’).

Da bismo dokazali obrnutu implikaciju posmatrajmo (d1)-(d4). Mozemo zak-
ljuciti da vaze:

(1) ako je b © a definisano, tada je bS (b © a) definisano i bS (b S a) = a,

(2) ako je a©b=a© c tada je b = ¢,

(3) a©&a=0zasvako a € P.

Zaista, iz (d1) i (d3) mozemo zakljuciti da je b © a definisano, pa je tada
(be0)e(boa) = a0 = a, Sto dokazuje (1). Iz (1) imamo da je b = a©(a©b) =
= a6 (a©c) = ¢ sto dokazuje (2). Kako a ©01i a & a postoje u P, iz (d3)
dobijamo (a©0)© (aSa) =aS0,pajead (aSa)=a60sto sa (2) daje
a&a =0, pa vazi (3).

Neka definiSemo uredenje < na P: a < b ako i samo ako je b & a definisano.
Iz (d2) imamo a < q, i iz (d3) imamo tranzitivnost relacije <. Za dokaz anti-
simetri¢nosti pretpostavimo a < bib < a. Tada b© a i a © b postoje u P, i
sa (d3) zakljutujemo (a ©a) © (a S b) = bSa, paje 0O (a ©b) definisano i
sa (d4) podrazumevamo da je a © b = 0, i simetri¢no b © a = 0. Stoga iz (1)
a=b6(boa)=bo0=0> Time smo dokazali da je © razlika. Dokaza¢emo
da iz (d5) sledi zakon kancelativnosti pa je (P;<,8) generalizovani D-poset.
Pretpostavimo da vazi (d5’). Iz uslove (d1)-(d4) i (d5’) sledi da 0 < a <1
za proizvoljan a € P. Tako smo dokazali da je (P;<,5,0) ((P;<,6,0,1)) je
generalizovan D-poset (D-poset). Koristeéi lemu 4.31. iz (d5’) sledi (d5), pa u
ovom slucaju (d5) nije potreban. O

Definicija 4.34 Generalizovana efekt algebra je sistem (L, ®,0), gde je &
parcijalna binarna operacija koja zadovoljava:

e zakon komutativnosti;
e zakon asocijativnosti;
e zakon kancelativnosti: ako je a ®b = a ® c tada je b = ¢;
e zakon pozitivnosti: ako je a &b =0 tada je a =b=0;

e a®0=a,ac L.

U svakoj generalizovanoj efekt algebri, dualnu operaciju © za operaciju @
definiSemo na slededi nacin:

a & ¢ postoji i jednak je sa b ako i samo ako b @ ¢ postoji i jednak je sa a (x)

U generalizovanoj efekt algebri binarne relacije < i L definiSemo isto kao i
u efekt algebri.

Lema 4.35 Neka je L generalizovana efekt algebra. Binarna relacija < je par-
cijalno uredenje na L definisano na sledeéi nacin:

ako za neko c € Lyc@® a = b, tada je a < b.

Osim toga, 0 je najmanji element od L.
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Dokaz. Refleksivnost sledi iz a & 0 = a.

Antisimetri¢nost: Neka je a < b i b < a. Po definiciji postoje elementi u, v tako
dab=a®u,a=>bdv. Tada je b = (bdv)Du, pa prema zakona asocijativnosti
i kancelativnosti je v @ u = 0, pa odatle prema pozitivnosti v = v = 0. Odatle
jea=b.

Tranzitivnost: Neka je a < b i b < ¢. Tada po definiciji postoje =,y tako da
a®dr=0,b@dy=c Odatleje (a@z)Dy=c=a®(xDy), pajea<c

1z a & 0 = a za proizvoljno a € L, sledi da je 0 najmanji element. O

Tvrdenje 4.36 Neka je (L;®,0) generalizovana efekt algebra. L je efekt alge-
bra ako i© samo ako ima najveéi element 1.

Dokaz. Neka je (L; @, 0,1) efekt algebra. Treba dokazati kancelativnost i zakon
pozitivnosti. Neka je a & b = a @ ¢. Na osnovu zakona ortosuplementacije,
imamo jedinstven element u takav a @b P u = a d c B u = 1. Odatle, prema
jedinstvenosti ortosuplemenata sledi da (a & u)/ = b = ¢. Za dokaz zakona
pozitivnosti, pretpostavimo da je a @ b = 0. Odatle je d=d ®adb=10 b,
pa iz zakona jedan-nula b = 0. Jasno je da iz zakona ortosuplementacije, 1 je
najveéi element iz L.

Obrnuto, pretpostavimo da je L generalizovana efekt algebra sa najveéim ele-
mentom 1. Treba dokazati zakon ortosuplementacije i zakon jedan-nula. Kako
jea < 1zasvea € L, sledi da postoji b € L takav da je a@® b = 1. Zbog
kancelativnosti b je jedinstven. Tako je dokazan zakon ortosuplementacije. Za
dokaz zakon jedan-nula, definisa¢emo a @1 := v. Tada 1 < v, pa 1 = v, gde
a ® 1 =1 pa iz kancelativnosti sledi da je a = 0. O
Lema 4.37 Neka je (L; ®,0,1) efekt algebra. Tada:

(1) a L b ako i samo ako a <b,
(2) (a®b) =d 0b=b Sa.

Dokaz. (1) Pretpostavimo a L b tj. a®b je definisano. Imamo a®b& (a®b) = 1
pa iz zakona ortosuplementacije a ® (a @ b)/ =b pa iz toga a < b

Obrnuto, ako je a < b, tada je c € L pajead®c =1b. Stoga, (adc)db=1.
Iz asocijativnosti imamo da a @ b postoji.

(2) Koriste¢i (**), piSemo ¢ = 16 a. Iz zakona ortosuplementacije, imamo
16 (a®b) =(18a)eb. Sve ostalo sledi analogno. O

Definicija 4.38 Neka su P, Q neki D-poseti. Preslikavanje v : P — Q je
morfizam (D-poseta) ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(DM1) v(1p) = 1¢.

(DM2) Ako su a,b € P, a <b, tada je v(a) < v(b) iv(bSa)=v(b) ©v(a).
Morfizam v : P — @ zovemo o-morfizam ako vazi sledeci uslov:

(DM3) Ako je {an}22, C P, an 1 a (an < ant1 za bilo kojin € N ¢
a=\,_,an), tada je v(ay) T v(a).

Definicija 4.39 Neka su E, F efekt algebre. Preslikavanje w : E — F je
morfizam (efekt algebre) ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(EM2) Ako su a,b € E, a L b tada je w(a) L w(d) i w(b®a) =w(b) ®w(a).
Morfizam w : P — @ se zove o-morfizam ako vazi sledeéi uslov:

(EM3) Ako je {an}S>, C P, an T a (an < ant1 za bilo kojin € N 4
a=\._,a,), tada je w(a,) T w(a).
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Morfizam h D-poseta ili efekt algebri zovemo A-morfizam ako je
h(a Ab) = h(a) A h(D)
ako a A b postoji.

Tvrdenje 4.40 (1) Neka je (P;<,6,0,1) D-poset. Definisemo parcijalnu bi-
narnu operaciju ® na P kao i malopre sa (*). Tada je E(P) := (P;®,0,1)
efekt algebra i parcijalno uredenje indukovano sa @ poklapa se sa parcijalnim
uredenjem na P. Svaki morfizam D-poseta h iz P u D-poset @ je jedinstven
morfizam g : E(P) — E(Q) takav da je h(z) = g(x) za svako x € P.

(2) Neka je (E;®,0,1) efekt algebra. Definisemo parcijalnu binarnu operaciju
© na E sa (**). Tada je D(E) := (E;<,6,0,1) D-poset, gde se < par-
cijalno uredenje na E poklapa se sa uredemom efekt algebrom. Svaki mor-
fizam efekt algebre h iz E u efekt algebru F je jedinstven morfizam D-poseta
g: D(E) — D(F) takav da je h(x) = g(x) za bilo koji x € E.

Dokaz. (1) Proverimo aksiome efekt algebre:

e zakon komutativnosti: Neka a®b postoji, a®b = c. Iz uslova (*), c&b = a.
Odatle sledi da jea < cic©a=cO(cOb) =b. Iz uslova (*), bDa
postoji, b @ a = c.

e zakon asocijativnosti: Pretpostavimo u:=a®biv:= (a ®b) P ¢ postoje.
Iz()a=uSbia®b=u=v6c Odatle, a <u <w, paje
voa=(vou)®(uda). Naosnovu zakona komutativnosti u © a = b pa
jevoa=cdb Iz (*),v=a®(c®b) =a®d (b c).

e zakon ortosuplementacije: Za svako a, a ® (1 © a) = 1. Pretpostavimo
da je a ® b = 1. Na osnovu zakona komutativnosti, b & a = 1 i iz (¥),
b =16 a. Odatle ja b takav da a & b = 1 postoji i jedinstven je.

e zakon jedan-nula: Pretpostavimo da a @ 1 postoji. Iz (*) sledi da postoji
u, a = u & 1. Kako je 1 najveéi element, u =1 pa je a = 0.

(2) Analogno. O
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