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Predgovor

U savremenoj eri informacija javlja se potreba za teorijom koja sistematski moze
da formuliSe ljudsko znanje. Prilikom modeliranja netrivijalnih pojava, kao sto
su upravljanje sistemima, teorija odlu¢ivanja, ekstrakcija znanja, optimizacija
i dr. prisutna je izvesna neodredenost. Pored potpune tac¢nosti (ili pripadanja
nekoj kolekeiji) 1 potpune netacnosti (ili nepripadanja) potrebno je uzeti u obzir
i druge ocene, tj. stepene tacnosti ili pripadanja.

Sezdesetih godina proslog veka nastaje rasplinuta (eng. fuzzy) logika, teorija ¢iji
je cilj unapredenje dotadasSnjeg nacina formiranja modela realnosti. Zacetnik
rasplinute logike je Lotfi A. Zadeh. On je u [6] istakao potrebu za ,drugacijom
matematikom”, kako bi se sagledali odredeni aspekti slozenih sistema. Zadeh
uvodi rasplinute skupove ¢ije granice nisu jasno odredene. Ovakav pristup koji
priznaje postepeni prelaz od pripadanja do nepripadanja nekoj kolekciji, od
tacnog do neta¢nog, od biti u relaciji do toga da elementi dva ili vise skupova
nisu u relaciji, veliku primenu ima u modeliranju ljudskog rezonovanaja.

Tema ovog rada su kompozicije rasplinutih relacija i rasplinute relacijske jednacine.
Pojam rasplinutog skupa, osnovne operacije u teoriji rasplinutih skupova i nji-
hove osobine navedeni su u prvom delu ovog rada.

Drugo poglavlje posveéeno je logickim operacijama u teoriji rasplinutih skupova,
negaciji, implikaciji i ekvivalenciji, kao i trougaonim normama i konormama.
Kao sto je rasplinuti skup uopstenje klasi¢nog skupa, tako se i pojam relacije
generalizuje pojmom rasplinute relacije. Glavni deo ovog rada jeste trece poglavlje
u kome su obradene rasplinute relacije, kompozicije rasplinutih relacija i njihova
svojstva. U ovom delu takode se razmatraju i rasplinute relacijske jednacine,
pitanje njihove resivosti i postojanje najveéeg, odnosno najmanjeg resenja.

Zahvaljujem se dr Branimiru Sedelji i dr Ivici Bosnjaku na korisnim primed-
bama i sugestijama, msc Samiru Zahiroviéu na neiscrpnim idejama i predlozima.
Najvecu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Rozéliji Madardsz Szilagyi, na
usmeravanju u svim fazama izrade ovog rada.

Tatjana Durin



Glava 1

Rasplinuti skupovi

1.1 Klasi¢ni i rasplinuti skupovi

Skup je fundamentalan pojam u matematici. Intuitivno se moze opisati kao
kolekcija objekata povezanih nekim svojstvima. Jasno je da neki element pri-
pada ili ne pripada klasicnom skupu; svaka druga mogucénost se iskljucuje.
Klasiéni skupovi i njihove operacije mogu se predstaviti pomocu karakteri-
stiénih funkcija.

Neka je X skup i A podskup od X. Karakteristicna funkcija skupa A se
definiSe sa

(@) = 1, ako x€ A
Xaltl =1 o, ako v ¢ A

Rasplinute (eng. fuzzy) skupove definisao je L. Zadeh u radu [7] kao klasu sa
kontinuum mnogo stepena pripadnosti. Dakle, rasplinuti skup A u referentnom
nosatu X karakteriSe funkcija pripadnosti A koja svakom elementu x € X do-
deljuje realan broj A(z) € [0,1], pri ¢emu je A(x) stepen pripadnosti elementa
x rasplinutom skupu A.

Definicija 1.1 Rasplinuti (fuzzy) skup A ( rasplinuti podskup od X ) je
preslikavange

A:X —10,1],

gde je A(x) stepen pripadnosti elementa x rasplinutom skupu A.
Kolekciju svih rasplinutih podskupova skupa X obelezavamo sa F(X).

Rasplinuti skupovi su generalizacije klasi¢nih skupova koje predstavljamo
pomocu karakteristi¢nih funkcija x4 : X — {0,1}. U ovom slucaju, A(z) =0
znaci da element x ne pripada skupu A, dok A(x) = 1 predstavlja njegovu pot-
punu pripadnost. Nasuprot klasi¢nom sluc¢aju, kod rasplinutih skupova dozvol-
jeni su i drugi stepeni pripadnosti.

Sledeéi primer ilustruje kako fazi skupovi mogu modelirati lingvisticku nepouz-
danost.



Primer 1.2 Rasplinuti skupovi se od nedavno koriste u kontroli kardiovasku-

larne varijabilnosti.

AX)

p(X)

180 200

Na primer, neka su Ay, As, As rasplinuti skupovi definisani tako da je stepen
pripadanja osobe X skupu Ay, As ili A3 izraZen na sledeéi nacin

1

_ (15—p(x))?
242

0,

)

A(X) =

0,

(115—p(x))?

Ap(X) = { o~ o
0,

0,
_ (155—p(x))?
242

A3(X) =
1

)

ako 60 < p(X) <75

ako 75 <p(X) <115 ,
ako 115 < p(X)

ako 60 < p(X) <75

ako 75 < p(X) < 155
ako 155 < p(X)

ako 60 < p(X) < 115

ako 115 < p(X) < 155
ako 155 < p(X)

pri éemu je p(X) gornji kruni pritisak osobe X. Dakle, stepen pripadanja
osobe X skupu Ay, As ili Az je veéi ukoliko je njegov gornji kruni pritisak nizak,

normalan ili povisen.

1.2 Osnovne operacije sa rasplinutim skupovima

Neka je F(X) kolekcja rasplinutih skupova na datom nosacu skupa X.
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Definicija 1.3 Neka A, B € F(X). KaZemo da je rasplinuti skup A podskup
rasplinutog skupa B ako

A(z) < B(x),Vr € X,

§to oznacavamo sa A < B. Prazan (rasplinuti) skup 0 je definisan kao preslika-
vanje O tako da vazi O(x) = 0,Vz € X, a ceo skup X kao preslikavanje X tako
da je X(x) =1,Vx € X.

Posmatrajmo prvo klasi¢ne skupove A i B.
Unija skupova Ai B je AUB={x € X |z € A ili x € B}. Njena karak-
teristi¢na funkcija je

xaus(x) = maz{xa(z), x5(x)}.

Zapresek ANB={x € X |z € A i z € B} karakteristi¢na funkcija je

xang(x) = min{xa(z), xp(z)}.

Karakteristi¢na funkcija komplementa od A u X, A= {z € X |z ¢ A} je

xz(x) = 1= xa(x).

Osnovne operacije u rasplinutoj logici i teoriji rasplinutih skupova su unija,
presek i komplement. Ove operacije se izvode na funkcijama pripadnosti koje
predstavljaju rasplinute skupove. Presek i unija zasnivaju se na operacijama
minimuma i maksimuma, koje se kasnije generalizuju i detaljno proucavaju.

Definicija 1.4 Neka A, B € F(X). Presek rasplinutih skupova A i B je ras-
plinuti skup C definisan kao

C(z) = min{A(z), B(z)},Vz € X,

Sto oznacavamo sa C' = AN B.

Definicija 1.5 Neka su A, B € F(X). Unija rasplinutih skupova A i B je
rasplinuti skup C definisan kao

C(z) = max{A(z), B(x)},Vz € X,

Sto oznacavamo sa C = AV B.
Definicija 1.6 Neka je A € F(X) rasplinuti skup. Komplement od A je ras-
plinuti skup B,

B(z) =1—- A(z),Vx € X,

u oznaci B = A.

Napomena 1.7 Operacije izmedu rasplinutih skupova su definisane poelementno
na intervalu [0, 1). U daljem tekstu koristimo oznake min{z,y} = Ay, maz{z,y} =
xVy, zaz,y € [0,1].
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1.3 Osobine operacija sa rasplinutim skupovima
Propozicija 1.8 U teoriji rasplinutih skupova sa osnovnim operacijama vaZe

sledeée osobine:
1. Asocijativnost

2. Komutativnost

ANB=BAMAA
AVB=BVA
3. Identicki elementi
ANX=A
AVvh=A
4. Apsorpcija ) 1 X
AND=10
AvX =X
5. Idempotentnost
ANA=A
AVA=A
6. De Morganovi zakoni
ANB=AVB
AVB=AAB
7. Distributivnost
ANBVC)=(AANB)V(ANC)
AV (BAC)=(AVB)A(AVC)

8. Involucija

9. Apsorpcija



Dokaz.
1.
A(z) AN(BAC)(z) =min{A(x), BAC(x)} = min{A(x), min{B(z),C(x)}}

= min{min{A(z), B(z)}, C(x)} = min{A(z)AB(z)},C(z)} = (AAB)(z)AC(x)

Sliéno se dokazuje AV (BV C)=(AvB)VvC.
2.

A(z) A B(xz) = min{A(x), B(x)} = min{B(x), A(z)} = B(z) A A(x)
Sli¢no se dokazujei AV B= AV B.

3.
A(z) A X (x) = min{A(z), X (2)} = min{A(z),1} = A(x)
A(z) V O(x) = maz{A(z),0(z)} = maz{A(z),0} = A(z).
4.
A(z) ANB(z) = min{A(x),(z)} = min{A(z),0} =0 = (=)
A(z) vV X (z) = maz{A(z), X (z)} = maz{A(z),1} = 1= X(z)
d.

A(z) AN A(z) = min{A(z), A(x)} = A(x)
Sliéno se dokazujei AV A = A.
6.
AN B(x) =1—min{A(x), B(z)}
=maz{l — A(z),1 — B(z)} = A(z) vV B(z)
Sli¢no se dokazuje i AV B = AA B.
7.
(AN B)(x)V (AAC)(x) = max{min{A(x), B(x)},min{A(z),C(x)}} =
min{A(z), max{B(x),C(z)}} = min{A(x), B(z) VC(x)} = A(x) AN(BV C)(x).

Sli¢no se dokazuje AV (BAC)=(AVB)A(AVC).
8.

9.

A()AN(AV B)(z) = (ANA)(z) V(AAB)(z) = maxz{A(z) N A(z), A(z) A B(x)}
= max{min{A(z), A(z)}, min{A(z), B(x)}} = A(x)

Sliéno se dokazujei AV (AA B) = A.
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Zakon kontraporzicije i zakon iskljucenja treceg (,tertium non datur”) ne
vaze, u Sta se mozemo uveriti na osnovu sledeéeg primera:

Primer 1.9 Neka je A pravi rasplinuti skup, A : X — [0,1] (tj. postoji xz € X,
tako da A(x) ¢ {0,1} ). Tada vazi

ANAHD
AVA#X.

Zaista, ako je x € X takvo da 0 < A(z) < 1, onda vazi i 0 < A(x) < 1, a
tada je 0 < ANA<1i0<AVA<I. B
Jo§ konkretnije, za X = {a,b}, A(a) = 1, A(b) = % imamo A(a) =

tn ). : iA®) =
pa je (ANA)(a) = § i (ANA)(D) =

)

wlN

1
2

1
3



Glava 2

Logicke operacije u teoriji

rasplinutih skupova

2.1 Negacija

Prilikom definisanja unije, preseka i komplementa rasplinutih skupova, uloge
logickih operacija A, V i — su preuzele operacije min, maz, i 1 —x na intervalu
[0,1]. No, to su samo specijalni sluc¢ajevi opstije definisanih logickih operacija
u slucaju rasplinute logike.

Definicija 2.1 Funkcija N : [0,1] — [0,1] je negacija ako je N(0) = 1,
N(1)=0 i N je opadajuéa (x <y = N(z) > N(y)).

Negacija je stroga ako je strogo opadajuéa (x < y = N(x) > N(y)) i neprekidna.
Stroga negacija je jaka ako je jos i involutivna, tj. N(N(z)) = x.

Primer 2.2 Standardna negacija N(z) = 1 — x je jaka negacija.

Primer 2.3 Neka je Ny : [0,1] — [0,1] tako da je Nx(z) = ﬁ Tada je N
jaka negacija za A > —1.

Definicija 2.4 Neka je N : [0,1] — [0, 1] neka negacija. N-komplement je
preslikavanje F(X) — F(X) definisano poelementno: ako A € F(X) onda
N(A)(z) = N(A(z)).

Neka je ¢ : [0,1] — [0,1] rastuéa funkcija, tj. za sve z,y vazi ¢ < y =
o(x) < p(y). Kazemo da je ¢ automorfizam od ([0, 1], <) ako je bijekcija.

Teorema 2.5 Funkcija N : [0,1] — [0, 1] je jaka negacija akko postoji neprekidni
automorfizam ¢ : [0,1] — [0, 1] tako da je

N(z) =7 (1 = ¢(x)).

Dokaz. ,=” Kako je N stroga negacija, onda je f(x) = N(x) — x neprekidno
preslikavanje, f(0) = 1, a f(1) = —1. Tada postoji z* € (0,1) tako da je
f(z*) =0, ili ekvivalentno N(z*) = z*, tj. N ima fiksnu tacku.

8
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Neka su sada Ny, N dve stroge negacije. Tada postoje s1,s2 € (0,1) tako da
je Ni(s1) = s11 Na(s2) = s2. Neka je t = 22 i ¢, ¢ : [0,1] — [0,1] tako da

%,ako z < 89

QD(QL‘) = { Nl_l(NQt(t)),a/k'O T >S9, )

V() = tr,ako x < s
= Ny(tN7H(z)),ako x> s1.

Primetimo da su ¢ i v definisane na ovaj nacin neprekidna preslikavanja.
Tvrdimo da Ny = 1 o Ny o . Zaista, ako je ¥ < s, onda § < 2 = 51 1i
Ni(%) > Ni(s1) = s1. Imamo

Yo Nyop(r)=1p(Ni(F))
= Na(t- Ny ' (N1(%))) = Na(t- %) = No(z).

Ako je © > s9, onda Na(x) < Na(sg) = s3 = s1t. Tada dobijamo N%(gc) < s7.
Imamo

¥ o Ny op(x) = p(Ni (N7 (R22))))

_ w(N2t(I)) . Na(z) N2(1.)

P =

Kao zakljucak dobijamo ¢ o Ny o ¢ = Ny. Neka je N; standardna negacija,
Ni(z) =1 — 2. Tada imamo

i t= 282.
Ako je x < 53, onda § < %2 = %, tj. o(x) < % i tada imamo

~

Yop@) =tpla) =t % =z

Ako je x > so, onda Na(x) < Na(s2) = s2 1 imamo 1 — =2=
¢(z) > 1. Tada dobijamo

b0 (@) = Nat(1 - (@) = Na(t(222) ) = Na(Na(a)).

Ako je Na jaka negacija, onda je Na(Na(z)) = z, tj. o ¢(z) = z, pa je
Yo =id.
Sada razmatramo ¢ o .

Ako je x < %, onda je xt < %, tj. ¥(z) < s9. Tada je pop(z) = p(at) = ”77’5 =z
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Akojex > 1 ondajel—z <1 pajetadat(l—z)<i=s01No(t(1—2))>
Ns(s2) = so. Dobijamo

P o Y(r) = p(No(t(1 o)) = 1 — M=),
Ako je Ny jaka negacija, dobijamo

poy(a)=1-"52 =z

Kako vazi ¢ o ¢ = ¢ 09 = id, dobijamo da su ¢ i ¥ jedna drugoj inverzne
(Y =¢"").

Dakle, ako je N jaka negacija, postoji neprekidni automorfizam ¢ : [0, 1] — [0, 1]
tako da je N(z) = ¢~ 1(1 — p(x)).

»< 7 Neka je dat neprekidni automorfizam ¢ nad [0, 1]. Posmatramo N (z) =
¢ (1 — ¢(z)). Tada je N neprekidna. Takode imamo

NO) =9 ' (1-9(0) =¢7'(1) =1

N(1) = (1 - (1)) = ¢~ (0) =0,

N(N(@)) = (1= (e (1 = p(x))))

=o' (1 =14 ¢() =9 o)) = z.

Da bismo pokazali da je IV strogo opadajuca, primetimo da je ¢ rastuca, pa
je 1 — ¢ opadajuéa i ! je rastuéa. Tada je o~ 1(1 — ¢(x)) strogo opadajuéa.
Dakle, N je jaka negacija.

O

Napomena 2.6 Neka je ¢ neprekidni automorfizam. Tada negaciju N(z) =
0 Y1 — ¢(z)) nazivamo p-transformacija standardne negacije.

Primer 2.7 N(z) = (1 — %)=, za sve a € (0,00), je jedna parametarska
familija jakih negacija.

2.2 Trougaone norme i konorme

U rasplinutoj logici, trougaone norme i konorme predstavljaju uopstenja kon-
junkcije i disjunkcije klasic¢ne logike.

Definicija 2.8 Trougaona norma (t-norma) je funkcija 7 : [0,1]> — [0,1]
koja zadovoljava sledeée osobine:

Ty : 7(x,1) = x (identiénost)

Ty : m(x,y) = 7(y,z) (komutativnost)

Ts:7(x,7(y, 2)) = 7(7(x,y), 2) (asocijativnost)

Ty: Ako jex <u iy <wv, onda je 7(x,y) < 7(u,v) (monotonost)
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Definicija 2.9 Trougaona konorma (t-konorma ili s-norma) je funkcija o :
[0,1]% — [0,1] koja zadovoljava sledeée osobine:

S1:0(x,0) =z (identicnost)

Sy o(x,y) = oy, z) (komutativnost)

S3:o(x,0(y,2)) =oc(o(x,y),2) (asocijativnost)

Sy : Ako jex <wu iy <w, onda je o(x,y) < o(u,v) (monotonost)

Koriste se i oznake x7y = 7(x,y), xoy = o(z,y).

Primer 2.10 Operacija min (A) na [0,1] je primer jedne t-norme, a operacija
max (V) je primer jedne t-konorme. Zaista, za sve x,y,z € [0,1] imamo
cANl==zx

TANYy=yANx

e AYAz)=(@AYy) Az

Ako su u,v € [0,1] tako da vaZi x <u iy <wv, onda jex Ny <uAwv.
Sliéno, vazi i

zV0==zx

rVy=yVux

xV(yVvz)=(@xVy)Vz

Ako su u,v € [0,1] tako da vaZi x <u iy < wv, ondajexVy<uVo.

Definicija 2.11 Neka su 7,0 : [0,1]*> — [0,1]. Odgovarajuée indukovane op-
eracije 7,0 : F(X) — F(X) definisemo poelementno: ako A, B € F(X), onda

(ATB)(z) = A(z)TB(x)
(AoB)(z) = A(z)oB(x)
za svex € X.

Propozicija 2.12 Za datu t-normu 7 i t-konormu o vazi 7(z,0) =0 io(x,1) =
1, za sve z € [0,1].

Dokaz. 1z Ty imamo 7(0,1) = 0. Zatim iz Ty sledi da
7(0,2) < 7(0,1) =0,Vz € [0,1],

tj. 7(0,z) = 0, pa iz Ty dobijamo 7(x,0) = 0.
Sliéno, imamo o(1,0) = 1, pa je

1=0(1,0) <o(1,z),
atada o(1,2) =1=o(x,1),Vx € [0,1]. O

Propozicija 2.13 Za svaku t-normu 7 i t-konormu o vazi T(x,y) < xz Ay i
o(z,y) > xVy za sve z,y € [0,1].
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Dokaz. Imamo
T(z,y) < 7(x,1) = .
Takode je
m(z,y) =7(y,2) <7(y,1) = y.
Kao zakljucak dobijamo 7(z,y) < x Ay. Slicno se dokazuje o(x,y) >z V y.
O
Veza izmedu t-normi i t-konormi ostvaruje se preko jakih negacija, kao u
sledetoj definiciji.

Definicija 2.14 Trojka (0,7, N) je De Morganova ako je 7 t-norma, o t-
konorma, N jaka negacija i ako je zadovoljen De Morganov zakon

o(z,y) = N(7(N(z), N(y)))-

Primer 2.15 Minimum i maksimum

x Ay =min{z,y}

xVy=max{z,y}
zajedno sa standardnom negacijom N(x) =1 — z, ¢ine De Morganovu trojku.
Primer 2.16 t-norma i t-konorma Lukasijevica

xry=(x+y—1)VvO0

zopy=(x+y)A1l

zajedno sa standardnom negacijom N(x) =1 — x formiraju De Morganovu tro-

Jku. Algebarska struktura nad intervalom [0,1] sa ovim operacijama zove se
MV-algebra (eng. Multivalued).

Napomena 2.17 Ako je (o, 7, N) De Morganova trojka, imamo 7(x,y) = N(o(N(z), N(y))).
Zaista,

Tada je
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2.3 Rasplinute implikacije
Definicija 2.18 Za funkciju I : [0,1] x [0,1] — [0, 1] kaZemo da je rasplinuta
implikacija ako ispunjava sledece uslove:
Ii: Ako je x < y, onda I(x,2) > I(y,2), tj. I je opadajuéa po prvom argu-
mentu;

Ir: Ako jey < z, onda I(x,y) < I(x,2), tj. I je rastuéa po drugom argumentu;
I3: I(1,0) =0, 1(0,0) = I(1,1) =1 .

Primer 2.19 Operacije
I (z,y) = max{l — z,y},

I(z,y) = min{l -z +y,1}

su rasplinute implikacije.
Rasplinute implikacije se ¢esto obelezavaju sa —.
Propozicija 2.20 Ako je I rasplinuta implikacija, onda
(i) 1(0,) = 1,% € [0,1];
(i) I(z,1) = 1,Vx € [0, 1].
Dokaz. (i) :
1=1(0,0) < I(0,z) < I(0,1).

Iz toga sledi da je I(0,2) =1 za sve x € [0,1], kao i I(0,1) = 1.
(i) :

1=1(0,1) > I(z,1) > I(1,1) = 1.
Tada je I(x,1) = 1,Vz € [0, 1].

O

Definicija 2.21 Neka je o t-konorma i N stroga negacija. S-implikacija je
operacija I : [0,1] — [0,1] definisana sa

I(x,y) = o(N(z),y)-

Propozicija 2.22 Neka je o t-konorma i N stroga negacija. Tada je I(x,y) =
o(N(z),y) implikacija.



14

Dokaz. Pretpostavimo da je x < z. Tada je N(z) > N(z), pa je o(N(z),y) >
o(N(z),vy), iz ¢ega sledi da je I opadajuéa po prvom argumentu. Da je I rastuca
po drugom argumentu je ocigledno. Zatim imamo

1(1,0) = o(N(1),0) = o(0,0) = 0,

1(0,0) = 0(1,0) =11 I(1,1) = 0(0,1) = 1.
O

Primer 2.23 Neka je o = mazx, N(z) = 1—x. Tada je pridruZena S-implikacija
I(z,y) = maz{l — z,y}.

Primer 2.24 Neka je o(x,y) = min{z + y,1} i uzmimo standardnu negaciju.
Tada imamo S-implikaciju I(x,y) = min{l —x —y, 1}.

Lema 2.25 Ako je I(x,y) S-implikacija, onda je i I'(x,y) = I(N(y), N(x))
S-implikacija.

Dokaz. Kako je I S-implikacija, vazi
I(N(y), N(z)) = o(N(N(y)), N(x)) = oy, N(z)) = o(N(z,y))
O

Definicija 2.26 Neka je T t-norma. Reziduirana implikacija (R-implikacija)
pridruzena t-normi 7 je preslikavanje I, : [0,1]2 — [0, 1] definisano sa

I (z,y) = sup{z | 7(x, 2) < y}.

Propozicija 2.27 Reziduirana implikacija I, je implikacija, za svaku t-normu
T.

Dokaz. Neka je 1 < x5. Tada je 7(x1,2) < 7(22,2),Vz € [0,1]. Ako je
20 € {z | T(z2,2) <y}, onda zg € {z | 7(21,2) < y} tj.

{2 7(22,2) <y} S {z | 7(21,2) <y}
Tada imamo
Ir (22, y) = sup{z | 7(x2,2) <y}
< sup{z | 7(21,2) <y} = I (21,9).

Lako je dokazati da vazi i uslov I3 definicije rasplinute implikacije.
O

Napomena 2.28 Ako je T neka t-norma, onda je uvek I.(x,x) = 1,Vx € [0, 1].
Zaista, kako je I.(xz,x) = sup{z | 7(x,z) < z} i kako je 7(x,1) = z imamo
I(z,z)=1.
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2.4 Rasplinuta ekvivalencija

Uopstimo sada klasi¢nu logicku operaciju <.

Definicija 2.29 Funckija E : [0,1]> — [0, 1] je rasplinuta ekvivalencija ako
zadovoljava sledece uslove:

E;: E(z,y) = E(y,x)

E,: E(0,1)=E(1,0)=0

Es: E(z,z) =1,Vz € [0,1]

Ey: Ako jex <2’ <y <y, onda E(x,y) < E(x',y).

Rasplinuta ekvivalencija se Cesto oznacava sa <.

Teorema 2.30 Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(a) E je rasplinuta ekvivalencija.

(b) Postoji rasplinuta implikacija I sa osobinom I(x,x) = 1,Vx € [0,1] tako da
je

E(z,y) = min{I(z,y),(y,x)}.

(¢) Postoji rasplinuta implikacija I sa osobinom I(x,x) = 1,V € [0,1] tako
da je

E(z,y) = I(max{z,y}, min{z,y}).

Dokaz. (b) = (a). Neka je E(xz,y) = min{I(z,y),I(y,z)}. Osobine E; — E3 se
lako proveravaju. Za dokaz svojstva E, pretpostavimo z < 2’ < ¢y’ < y. Tada
imamo

I(y,x) < I(x,z) < I(z,y)

pa je E(z,y) = I(y,z). Slicno E(z',y") = I(y',2'). Takode je I(y',z') >
I(y',x) > I(y, ). Tada je E(z,y) < E(«,y).
(a) = (b). Posmatramo

_ 1, z<y
I@y) _{ E(z,y), =>y.

Tada je I rasplinuta implikacija. Pokaza¢emo da je I opadajuca po prvom ar-
gumentu. Neka je z < z. Ako je x < y, onda I(z,y) = 1 > I(z,y). Ako je
x>y, onday <z < zitada imamo

I(z,y) = E(z,y) > E(2,y) = I(2,y).

Dokazimo sada da je I rastuca po drugom argumentu. Neka je y < z. Ako
je x > z, onda

I(z,y) = E(z,y) < E(x,2) = I(z, 2).
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Ako je x < z, onda je I(z,z) =1, paje I(z,y) < I(x, z).
Sada pokazujemo

E(z,y) = min{I(z,y),1(y, )}
Zaista, kako je

_ 1, z<y
I(I’y){ E(y,z) = E(z,y), *>y

imamo

I(x,y), «
E(m’y):{fgyyig, x;z

Takode, ako je x > y vazi
min{I(z,y), I(y,z)} = I(z,y).
Zaista, ako je z > y, onda
I(x,y) < I(y,y) < I(y, z).
Sliéno za x < y. Ako je x =y, onda je I(x,y) = I(y,z) = 1.

Kod ekvivalencije (b) < (¢) koristimo da ako je z > y, onda maz{z,y} = z i
min{z,y} = y. Tada imamo

I(z,y) < I(y,y) < I(y, )

E(z,y) = I(z,y) = I(max{z,y}, min{z, y}).
Kada je x < y, sli¢no se pokazuje. U slucaju x = y imamo

E(z,y) = I(z,y) = I(max{z,y}, min{x,y}) = 1.
O

Primer 2.31 Rasplinuta ekvivalencija izvedena od LukaSijeviceve t-norme je
zeoy=min{l—z+y,1—y+x}.



Glava 3

Rasplinute relacije

3.1 Rasplinute relacije

Neka su X i Y (klasi¢ni) skupovi. Klasiéna relacja R izmedu X i Y je svaki
podskup od X x Y.
Klasi¢na relacija se moze predstaviti kao preslikavanje R: X x Y — {0,1},

|1, (z,y) €R
R(“"y)—{m (o.) ¢ R

Definicija 3.1 Neka su X 1Y dva (klasiéna) skupa. Svako preslikavanje R :
X xY —[0,1] zovemo rasplinuta relacija izmedu X i Y.
Broj R(x,y) € [0,1] se moZe interpretirati kao stepen povezanosti elementa x sa

Y.

Dakle, rasplinuta relacija je rasplinuti podskup skupa X x Y. Sa F(X xY)
oznac¢avamo familiju svih rasplinutih relacija izmedu X i Y.

Rasplinuta relacija izmedu elemenata dva kona¢na skupa X = {x1, 2, ..., xm }
iY ={y1,vy2,...,yn} se moze predstaviti matricom

R(z1,y1) R(x1,92) ... R(x1,yn)
R— R(za,y1)  Rlza,y2) ... R(z2,yn)
R(xmvyl) R(mmay2) cee R(xmayn)

Kako su rasplinute relacije i same rasplinuti skupovi, na njih se mogu pri-
meniti operacije nad rasplinutim skupovima:

N(R(z,y)) = R(z,y) =1 = R(z,y),
(RVS)(z,y) = R(z,y) V S(z,y),
(BAS)(x,y) = R(z,y) A S(2,y).
Inverzna (tj. transponovana) relacija za rasplinutu relaciju je
R~ (z,y) = R(y, x),

17
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Takode razmatramo operacije t-norme i t-konorme: ako je 7 t-norma, o t-
konorma, onda

T(Rr P)(x,y) = T(R(x,y),P(m,y)),

o(R, P)(z,y) = o(R(z,y), P(z,y)).

3.2 Max-min kompozicija

Definicija 3.2 Neka su R € F(X xY) i S € F(Y x Z) rasplinute relacije.
Tada je Ro S € F(X x Z) definisana sa

(RoS)(z,2) = \/ R(z,y) AN S(y, 2)

yey
max-min kompozicija rasplinutih relacja R i S.

Napomena 3.3 Maz-min kompozicija je dobro definisana kao supremum ograniéenog
podskupa realnih brojeva.

Ako je R € F(X x Y), mozemo definisati R> = Ro R, i generalno R" =
RoR" ' n>2.

Neka su X = {z1,...,zn}, Y = {v1, .., Um}, 1 Z = {71, ..., zp} kona¢ni skupovi.
Akosu R = (1ij)i=1,....nj=1,..m € F(XXY )15 = (sji)j=1,..,mk=1,..p € F(¥Y X
X) diskretne rasplinute relacije, onda je njihova kompozicija T = (t;x)i=1
RoS e F(X x Z) data sa

m
ik = \/ Tij N Sjks
J=1

i=1,.nk=1,..,p.

Primer 3.4 Ako je

(0.1 04 0.2 0.5
R 0 02 03 04
04 0.5 0.2 0.1
| 1 03 03 0 |
0.3 03 02 0.1
5 06 05 0 0.2
~— 102 01 04 0.1
| 04 0.1 02 05 |
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onda je
04 04 02 0.5
04 02 03 04
0.5 05 0.2 0.2
0.3 0.3 0.3 0.2

RoS =

Propozicija 3.5 (i) Kompozicija maz-min je asocijativna, tj.
(RoS)o@=Ro(50Q),

gdeje Re F(X xY), Se F(Y xZ)iQe€ F(ZxU).
(i) Neka su Ry,Ro € F(X xY) iQ € F(Y x Z). Ako je Ry < Ry, onda vaZi

RioQ < Ry0Q.

Dokaz. (1)
(Ro8)oQ)(z,u) = \/ (RoS)(x,2) AQ(z,u)

z€Z

=\ (\ R(z,y) A S(y,2) AQ(z,u)

z€Z yey

=V V R(,9) AS(y,2) AQ(z,u) = (Ro (S 0 Q))(x, u).

z€Z yey

(R 0Q)(z, 2) \/Rll‘y ANQ(y, 2)

yey

<V Rao(2,9) AQy,2) = (Ra 0 Q)(x,2).

yeyY

Propozicija 3.6 Za sve R,S € F(X xY) iQ € F(Y x Z) vazi
(1)) (RVS)eQ=(RoQ)V(S0Q)
(i11) (RAS)oQ < (RoQ)A(SoQ).

Dokaz. (i)
(RVS)oQ)(z,2) = \/ (RV S)(x,y) AQ(y, 2)
yey
=V (R(z,9) AQ(y,2)) V (S(z,9) A Q(y, 2))
yey
< \/ S(} y /\Q Y,z )) \/(S(m,y)/\Q(y7z))7
yey yey
tj.

(RVS)oQ < (RoQ)V (SoQ).
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S druge strane, iz prethodne propozicije imamo Ro Q < (RV S)o Qi SoQ <
(RV S)oQ, atada je

(RoQ)V(SoQ)<(RVS)oQ.

(#4) Imamo
(RAS)oQ)(z,2) = \/ (RAS)(x,9) AQ(y, 2)
yeY
=\ (B(z,9) AQ(y,2)) A (S(z,y) A Q(y, 2))
yey
<V (R,9) AQy,2) A\ (S(,9) A Q(y, 2))
yeY yeyY
=((RoQ)A(SoQ))(z.y).
O

Napomena 3.7 Jednakost u (ii) ne vaZi. Zaista, ako uzmemo

1 0 01 11
R{ ] 5= 11]’ Ql1 1]

1 1
0 _ 1 1
1], dok je (RoQ)A(SoQ)= REE

onda je

= O

(R/\S)OQ:[

3.3 Min-max kompozicija

Definicija 3.8 Neka je R € F(X xY) 1S € F(Y X Z). Tada je Re S €
F(X x Z) definisana sa

(ReS)(@,2) = )\ Rla,y)VS(y,2)

yey
min-max kompozicija rasplinutih relacja R i S.

Primer 3.9 Ako je ) ;
0.1 04 0.2 05

0 02 03 04
04 05 02 0.1
1 03 03 0

(03 03 0.2 017
06 05 0 02
02 0.1 04 0.1
| 04 0.1 02 05 |
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onda je
0.2 02 02 01
0.3 03 0.2 0.1
0.2 01 02 0.2
0.3 01 0.2 03

Propozicija 3.10 (i) Min-max kompozicija je asocijativna, tj. za svako R €
FXXxY),Se FY xZ)iTeF(ZxU) imamo

(ReS)eT =Re(SeT).

(#9) Neka su Ry,Re € F(X xY) iQ € F(Y x Z). Ako je R1 < Ry, onda vaZi

RieQ < Rye().

Dokaz. (i)
(ReS)eT)(z,u) =/ (ReS)(x,2) VT (z,u)
2€Z
= A (A R@,y) v S(y,2) VT (z,u)
z€Z yeyY
= /\ /\ R(z,y)V S(y,2) VT(z,u) = (Re (SeT))(x,u).
z€Z yey
(i)
(R1eQ)(x,2) = /\ Rai(x,y) Vv Q(y,2)
yey
< N Ra(2,9) VQy,2) = (Ro 0 Q)(x,2).

yeY

Propozicija 3.11 Za sve R,S € F(X xY) i T € F(Y x Z) vaZi
(i) (RANS)eT =(ReT)AN(SeT)
(i1) (RVS)eT > (ReT)V (SeT).

Dokaz. (i)
(RAS)eT)(z,2) = J\ (RAS)(x,y) Vv T(y, )
yey
= N\ (R(z,9) V T(y,2)) A (S(z,y) V T(y, 2))
yey
> N\ (R, y) VT (y,2) A )\ (S(x,y) vV T(y,2)),
yey yey
tj.

(RAS)eT > (ReT)N(SeT).
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S druge strane, iz prethodne propozicije imamo Re Q@ > (RAS)eT i SeT >
(RAS)eT, atada je

(ReT)AN(SeQ)>(RAS)eT.

(i) Tmamo
(RV S)eT)(x,2) = /e\y(R\/ 8)(z,y) vV T(y, 2)
= /e\y(R(x, y) vV T(y,2)) V (S(z,y) V T(y,2))
> /\Y (R(z,y) v T(y,2)) v /\Y (S(z,9) VT(y,2))
. y =((ReT)V (SiT>)<x,y)~

Napomena 3.12 Jednakost u (i) ne vazi. Zaista, ako uzmemo

10 0 1 00
R_[ll}’ S_[ll ’ T—[oo
onda je
1 1 0 0
(R\/S)OT:{1 1}, dok je (ReT)V (SeT)= L1l

Propozicija 3.13 Koristeéi standardnu negaciju imamo Ro S = ReS iRe S =
RoS.

Dokaz.

RoS(x,2) = \/ R(z,y) NS(y,z) = /\ R(z,y) A S(y, z)
yey yey

N Blz.y) v S(y,z) = (ReS)(z,2)
yey
O

Napomena 3.14 Min-mazx kompozicija se moZe wopstiti do kompozicija min-
t-konorma

(Re, P)(z,2) = /\ R(z,y)0P(y, 2),

yey

gde je o proizvoljna t-konorma.
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3.4 Kompozicija min—
Definicija 3.15 Standardna Goédel — ova implikacija je definisana kao

1, z<y

x%ysup{ze[o,lﬂz/\zgy}{ v z>y

Propozicija 3.16 Neka je — standardna Gddel-ova implikacija. Tada za svako
x,y,z € [0,1] vazi
@A) (xVy)—=z=(x—=2)A(@y— 2).

i

2)(mAy)—>z=(m—>z)v(y—>z).

(i
(#it) x > (yVz)=(xr—=y)V(r— 2).
() z—=(yNz)=(z =y A(x— 2).
(v)zA(z—=y) <y.

(vi) x = (xANy) > y.

(vit) (x = y) =y > .

Dokaz. (i) 1° Akoje zVy < z,ondaje (zVy) > z=1laimamoiz < ziy < z.
Tadaje (z = 2)A(y—2)=1A1=1

2° AkojexVy >z, ondaje (xVy) > z=2zixz > ziliy > 2z pa imamo
(x = 2)==zili (y = 2) =2, dakle (x = 2) A (y = 2) = z.

(#4) 1° Ako je x Ay < z, onda je (x Ay) — z = 1. Takode imamo da je x < z
iliy<z Tadajeiliz - z=1iliy—z=1,paje(x = 2)V(y = 2) =1

2° Ako je x Ay > z, onda je (x Ay) — z = z. Takode, ako je (x Ay) > z,
ondajex >z1y >z paimamo (z = 2)=21(y = z) = z.

(#91) 1° Akojex <yVz,ondax — (yVz)=1. Tadajeiliz <yilix < 2,
paimamozr —»y=1iliz — 2z =1.

2° U suprotnom je x — (yVz) = yVziimamo z > yix > z, pa je
r—y=yiz—z=z Tadaje (z 2 y)V(r = 2)=yVz

(iv) 1° Neka je v < y A z. Tada imamo z — (yAz) =1, kaoiz <yiz <z,
pajex—y=liz—=z=11t. =y A(x—2) =1

2° Inacejex = (yAz)=yAz Tadajezx >yilix > 2z, tj. z > y=yili
x—z=z paje(r oY A(x—=2)=yAz

(v) 1° Ako je z <y, onda imamo z A (z = y) =x Al =z <y.
2° U suprotnom imamo z A (z = y) =z Ay =y.
(vi) 1° Akojexz <y,ondajex = (x Ay)=x—z=1>y.

2° U suprotnom, ako je > y imamo x — (z Ay) =z — y = y.
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(vit) 1° Ako je z <y imamo (z — y) 2 y=1—>y=y > x.

2° Inace imamo (r - y) 2 y=y—>y=1>uz.
O

Definicija 3.17 Kompozicija min— se definise kao
(RaS)(w,2) = )\ R(z,y) = S(y,2).
yey
Koristi se i naziv subkompozicija, a njoj dualna operacija je superkompozi-
cija definisana kao
(ReS)(z,2) = /\ S(y,2) = R(z,y).
yey
Veza izmedu subkompozicije i superkompozicije data je u slede¢oj propozi-
ciji:

Propozicija 3.18 Za Ry € F(X xY) i Ry € F(Y X Z) vaZi
(i) Ri<aRy = (Ry ' > R
(it) Ri> Ry = (Ry " aRyH)™!

Dokaz. (i)
(R2—1 > Rl_l)_l(ar,z) _ (R2—1 > Rl_l)(z,.r)
= A\ Ri'(y.2) = Ry (=,p)
yey
= /\ Rl(x,y) — R2(yaz)
yey
= (Rl < R2)(5U’ Z)

(i)

(Ry' <Ry Hx,2) = (Ry' > Ry (2,2)

= N\ R;'(zy) = By (v, 2)
yey

- /\ R2(y72) — Rl(xay)
yey
= (R1> R2)(z, 2)
O

Propozicija 3.19 Ako su R,S € F(X xY)iQ € F(Y x Z) tako da je R < S,
onda je R1@Q > 5<Q.

Dokaz. Kako je — opadaju¢a po prvom argumentu imamo

(R4Q)(z,2) /\ny = Q(y, 2)

yeyY

> A S(y) = Qy.2) = (S 2Q)(x,2)

yey
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Propozicija 3.20 Za sve R,S € F(X xY) i Q € F(Y x Z), imamo
(1) (RVS)<1Q = (R<1Q) A (5<4Q);
(1) (RAS)<Q > (R<1Q)V (S<Q).

Dokaz. (i) Iz prethodne propozicije imamo (RV.S)>Q < R<Q i (RVS)<Q < S<Q
a tada je

(RVS)aQ < (RaQ) A (S<Q).
Takode iz propozicije 3.16, (i)

(RVS)aQ)(w,2) = N\ (R(z,y) v S(z.y)) = Q(y.2)

yey

= N\ (Rlz,y) = Qy,2)) A (S(z.y) = Q(y,2))

yey

> N\ (Ble.y) = Q.2) A N (S(x.y) = Qy.2)

yey yey

= (Ra4Q) A (5<Q))(x,2).

(49) Sliéno kao u (7) imamo (RAS)<Q > R14Q i (RAS)<Q > S<Q atada je

(RAS)<1Q = (RaQ)V(S<Q).

3.5 Rasplinute relacijske jednacine sa kompozi-
cijama max-min i min—
Rasplinute relacijske jednacine su

RoP=Q

RaP=Q
gdeje Re F(XxY),PeF(Y xZ)iQe F(X xZ).

Teorema 3.21 Neka su R € F(X xXY), Pe F(Y xZ)iQ € F(X x Z)
rasplinute relacije. Tada su sledece nejednakosti tacne:

(i) P< R '<(Ro P);

(i) R ( R714Q) < Q;

(#ii) R (P<1(RoP)_1)_1

(iv) (P<1Q H-lopP<Q.

Dokaz. (i) Koristeéi propoziciju 3.16, (vi) za svako y € Y i z € Z imamo

(R <(RoP))(y,2) = /\ R} (y.z) = (RoP)(x,2)

zeX
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= N\ R '(y.2) = \/ R(x,t) A P(t,2)

reX tey

2/\R(:cy)—>R(xy/\Py, /\Py, (Y, 2)-

reX zeX

(i) Iz propozicije 3.16, (v) dobijamo da za svako z € X i z € Z

(Ro(R7'4Q))(z,2) = \/ R(z,y) AR <Q)(y, 2)

yey
\/ R(z,y) /\ R ) = Q(t, 2))
yey teX
< \/ R(@y) A (R(z,y) = Q(x,2)) < \/ Qz,2) = Q, 2).
yeyYy yeyY

(19i) Za svako x € X i y € Y vazi
(P<(RoP) ") z,y) =Pa(RoP) ' (y,2)

= A\ P(y,2) = (Ro P)7'(z,x)

z€Z
= /\ P(y,z) — \/ R(z,t) A P(t, 2)
2€Z tey
> A P(y,2) = R(x,y) A P(y,2) > J\ R(x,y) = R(x,y).
z2€Z 2€Z

(iv) Koristeéi propoziciju 3.16, (v) za svako x € X i z € Z vazZi

(P<aQ™) o P)(a,z) = \/ (P2Q ™) (a,y) A Py, 2)

yey

=\ (P1Q ) (y.x) A P(y, 2)

yey
= \/ (A P(y.t) = Q7 )(t.2) A Py, 2)
yeY teZ
=V (A Py.t) > Q(z,1)) A P(y, 2)
yeY teZ
< V (P(y,2) = Q.2) A P(y,2) < \/ Q(x,2) = Q(x,2)
yey yey

O

Teorema 3.22 (i) Jednacina Ro P = Q sa nepoznatom P ima reSenje akko je
R™1 <Q resenje i tada je ono najveée resenge.

(ii) Jednacina Ro P = Q sa nepoznatom R ima resenje akko je (P <1 Q1)1
resenje i tada je ono najvece resenje.
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Dokaz. (i),<” Ako je P = R~ <Q resenje jednacine Ro P = Q po P, jednacina
ima reSenje.

»,=" Pretpostavimo da jedna¢ina R o P = @) ima reSenje P. Tada iz teoreme
3.21, (i) imamo

P<R'4(RoP)=R'4Q,
tj. R~' < Q je vece ili jednako bilo kom resenju P jednagine Ro P = (.
Koristeéi 3.21, (ii) imamo

Ro(R'<4Q)<Q.

S druge strane, kako je P < R~ <@ i kako je o rastuéa po drugom argumentu,
imamo

Ro(R'<4Q)>RoP=Q.

Dakle, Ro(R™1<Q) = Q, tj. R™1<Q je resenje, Stavise, ono je najveée resenje.

(ii),,< Ako je (P<Q~1)~! resenje, onda jednacina Ro P = @ ima reSenje.
,=" Pretpostavimo da R o P = () ima reSenje i oznacimo ga sa R. Tada na
osnovu teoreme 3.21, (iii) imamo

R<(Pa(RoP) ™) = (PaQ )"
tj. (P<@Q~ 1)1 je veée od svakog resenja R jednacine Ro P = Q. Pokaza¢emo
sad da je (P<Q~1)~! resenje. Iz teoreme 3.21, (iv) imamo

(PaQ ) toP<Q.

S druge strane, kako je R < (P<Q~1)~! i kako je o rastuéa po prvom argumentu,
imamo

(P<@Q ) 'oP>RoP=Q.

Kombinacijom odgovarajué¢ih nejednakosti dobijamo

(PaQ ™) loP=0Q,

tj. (P<Q~1)7! jeste resenje, a takode i najveée regenje jednacine Ro P = Q.
O

Primer 3.23 Data je rasplinuta relacijska jednacina

0.1 04 02 04 0.3 01 0.2
04 05 02 01 |[oP=] 03 01 04
0.8 0.3 0.6 0.2 0.3 0.1 0.6
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Tada je
0.1 04 0.8 0.3 0.1 0.6
R1aQ— 04 0.5 0.3 a 82 8} 82 103 01 0.2
102 02 06 0'3 0'1 0.6 103 01 1 ’
04 0.1 0.2 ’ ) ’ 0.3 0.1 0.2
a kako je
0.1 04 02 04 83 8} gg 0.3 0.1 0.2
04 05 02 01 o 0'3 0'1 1 =103 01 04 |,
0.8 0.3 0.6 0.2 03 01 02 0.3 0.1 0.6

zakljucujemo da je R~ <4 Q resenje jednacine. Iz prethodne teoreme sledi da je
ovo najvece resenje date jednacine.

Teorema 3.24 Neka su R € F(X xY), Pe€ F(Y xZ)iQ € F(X x Z)
rasplinute relacije. Tada su sledece nejednakosti tacne:

(i) (QaP~1)aP > Q;

(ii) (R<P)< P! > R;

(iii) R~ o (R< P) < P;

(i) Ra(R™0Q) > Q.

Dokaz. (i) Na osnovu propozicije 3.16, (vii) i buduéi da je — opadajuéa po
prvom argumentu imamo

(QaP ™) aP)(z,2)= N\ (Q<P ")(z,y) = Ply,2)

yey
= N\ (A Q.t) = P(y,t)) = P(y.2)
yeyY tez
> N\ (Qz,2) = P(y,2) = P(y,2) > )\ Q,2) = Q(x,2).
yeY yeYy

(ii) Kao u dokazu prethodne nejednakosti, koristimo propoziciju 3.16, (vii)

(RaP)aP N(z,y) = N\ (RaP)(x,2) = P (z,9)

zEZ
= /\ (RaP)(z,z) = P(y,2)
z2€Z
= A () R(z,t) = P(t,2)) = P(y,2)
2€Z teY
> \(B(e,y) = Ply.2) = Ply.2) = ]\ Blw,y) = R(w.y)
ez z€Z

(iii) Za dokaz ove nejednakosti koristimo propoziciju 3.16, (v) pa je

(R o (RaP))(y.2) = \/ B '(y,2) A (RaP)(z,2)
reX
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= \/ R(,y) A()\ R(z,t) = P(t,2))

z€X tey
< \/ R(z,y) A (R(z,y) = P(y,2)) < \/ Ply,2) = P(y,2)
zeX zeX
(iv) Koristeéi propoziciju 3.16, (vi) imamo

(Ra(R'oQ)(x,2) = N\ R(z,y) = (R 0Q)(y,2)

yeY

= N\ R.y) = (\/ B (1, t) AQ(t,2))

yey tex

> A\ R(z,y) = R(z,y) AQ(z.2)
yey

A Qlx,2) = Qz, 2)
yey
O

Teorema 3.25 (i) Jednacina R<4P = Q sa nepoznatom R ima reSenje akko je
Q < P71 resenje i tada je ono najvece reienje.

(ii) Jednacina R<P = Q sa nepoznatom P ima resenje akko je R=1<1Q resenje
i tada je ono najmanje resenje.

Dokaz. ,<” Ocigledno.

»,=" Pretpostavimo da jedna¢ina R< P = @ ima reSenje R. Na osnovu teoreme
3.24, (ii) znamo da

R<(RaP)<P'=Q<P !,
tj. Q< P~ je veée od svakog resenja R.
Iz teoreme 3.24, (i) imamo da

Q< Q<P H«P

S druge strane, kako je R < @ < P~!, a buduéi da je < opadajuéa po prvom
argumentu, imamo
Q=RaP>(Q<aP P

Kombinacijom ove dve nejednakosti dobijamo @ = (Q < P~!) < P.

(ii) ,<” Ocigledno.

»,=" Neka je P resenje jedanc¢ine R< P = Q. Tada je po teoremi 3.24, (iii)
P>R1'o(RaP)=R'0Q,

tj. R~! o @ je manje od svakog resenja P.
Takode, na osnovu teoreme 3.24, (iv) imamo

Q<Ra(R0Q)
a kako je P > R™! < Q i kako je < rastuéa po drugom argumentu, imamo
Q=R<P>Ra(R1'0oQ)
i dobijamo Q = R< (R0 Q). O
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Primer 3.26 Data je rasplinuta relacijska jednacina

0.1 04 02 04 0.3 0.1 0.2
04 05 02 01 |<P=]03 01 04
0.8 0.3 0.6 0.2 0.3 0.1 0.6
Tada je
0.1 04 08 0.3 0.1 0.6
R1oQ— 04 0.5 0.3 R 82 81 82 103 01 04
| 02 02 06 0'3 0'1 0.6 103 01 06 |’
0.4 01 0.2 ' ' ' 0.3 0.1 0.2
a kako je
0.1 04 02 04 83 81 82 0.3 0.1 0.2
04 05 02 0.1 |« 0'3 0'1 0.6 =103 01 04 |,
0.8 0.3 0.6 0.2 03 01 02 0.3 0.1 0.6

zakljucujemo da je R™' o Q) redenje jednacine. Iz prethodne teoreme sledi da je
ovo najmange resenje date jednacine.

3.6 Kompozicija max-t-norma
Max-min kompozicija se moze uopstiti kompozicijama max-t-norme.
Definicija 3.27 Neka je T proizvoljna neprekidna t-norma, R € F(X xY) i
P e F(Y x Z). Kompozicija max-t-norma je
(Ro; P)(x,2) = \/ R(z,y) 7 P(y,2).
yey

Napomena 3.28 T-norma je neprekidna ako je neprekidna kao funckija T :
[0,1]* = [0,1].

Propozicija 3.29 (i)Maz-t-norma kompozicija je asocijativna, tj.

(ROTS)OTQ:ROT (SO.,-Q),
za svako R€e F(X xY), Se F(Y xZ) iQ € F(ZxU,).
(i) Ako je Ry < Ra, onda

Rio; Q< Ryo;Q
za sve Rij,Ry € F(X xY) iQ e F(Y x Z).

Dokaz. (i) Kako je t-norma 7 rastuca i neprekidna, imamo

(Ro §) 07 Q)a.u) = \/ ( \/ Rlz.y) 7 s<y,z>) " Qzru)

z€Z “yey

= \/ \/ R('T7y) T S(yvz) T Q(Zvu) = (R Or (S Or Q))(l'vu)

2EZ Yyey



31
(ii) Dokazuje se na osnovu Cinjenice da je 7 rastuéa po obe promenljive, tj.

(Ry 0r Q)(z, 2) \/leyTQ(y,)

yey

< \/ Rala.y)rQ(.2) = (Ry or Q) 2).

yey
O

Propozicija 3.30 Za sve R,S € F(X xY), Q € F(Y x Z) i svaku t-normu T
1mamo

(i) (RVS)or Q= (RorQ)V (S0, Q)
(it) (RN S)or Q< (Ror Q)N (Sor Q).

Dokaz. (i) Kako je 7 rastuéa imamo

(RVS)or Q)(z,2) = \/ (RVS)(x,9) 7 Qy,2)

yey

< V R,y 7 Qy,2) v \/ (S(z,y) 7 Qly. 2)),

yey yeY
a kako je Ro; Q < (RVS)o,QiSo,Q < (RVS)o,Q, imamo
(Ror @)V (Sor Q) = (RV S)o, Q.
(ii) Takode, kako je 7 rastuéa imamo

(RAS)or Q)(w,2) = \/ (RAS)(2,9) 7 Q(y,2)

yey

< \/ .’ﬂ y TQy, )) \/(S(-T,y)TQ(y,Z))

yey yey

= (Ro, Q)(z,2) A (S oy Q)(,2).

3.7 Min —, kompozicija

Podsetimo se, za proizvoljnu t-normu 7, R-implikaciju (reziduiranu implikaciju)
— - definiSemo kao

x—ry=sup{z|xT2z<y}

Propozicija 3.31 Za sve x,y,z € [0,1] i za svaku t-normu T reziduirana imp-
likacija —, ima sledece osobine:

(i) x7 (x = y) <y;

(i) x =7 (xTY) > y;

(iii) (x =+ y) =+ y > .
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Dokaz. (i) Imamo
xr(x =, y) = zrsup{z | z7z < y}.

Neka je sada e > 0 proizvoljno. Tada postoji zo € {z | 27z < y} tako da je
T =,y < 2o+ €, pa imamo

xr(x —=r y) < xz7(20 + ).

Iz neprekidnosti 7 sledi
x7(x —=- y) < xT20.

Dalje, uslov zg € {z | 272 < y} implicira 2729 < ¥y, a tada je z7(z —, y) < y.
(ii) Kako je y € {z | 72 < zTy}, imamo

x =, (x1y) = sup{z | 27z < xTY} > 9.
(iii) Da bismo dokazali poslednju implikaciju, najpre zapazimo da je
(x = y) =y =sup{z| (x =, y)72 < y}.

Koristeéi (i) dobijamo (z —, y)tz < y, a tada x € {z | (z —, y)72z < y}.
Dakle, (x —; y) =,y > . O

Definicija 3.32 Min— . kompozicija se definise slicno kao min— kompozicija:

(R<r S)(x,2) = N\ R(x,y) =- S(x,y).

yeyY

Propozicija 3.33 Ako su R,S € F(X xY) takve da je R < S i ako je Q €
F(Y x Z), onda vazi R4, Q > S <, Q.

Dokaz. Kako je —, opadajuca po prvom argumentu, imamo

(R<r Q)(z,2) = N R(z,y) =+ Q(y, 2)

yey

> /\ S(xay) —r Q(yvz) = (S < Q)(Q?,Z)

yey
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3.8 Rasplinute relacijske jednacine sa kompozi-
cijama max-t-norma i min—,

Rasplinute relacijske jednacine sa max-t-norma i min—,. kompozicijama su

Ro, P=Q

R«a, P=Q,
pricemu Re F(X xY), Pe F(Y xZ2)iQ e F(X x Z).
Sledec¢a teorema je generalizacija teoreme 3.21.

Teorema 3.34 Neka je R € F(X xY), Pe F(Y xZ) iQ € F(X x Z).
Sledeée nejednakosti su tacne:

(i) P< R ', (Ro, P);

(ii) Ror (R™' 4, Q) < @

(iii) R < (P <, (Ro, P)~1)~!

(iv) (P4, Q 1) "to, P<Q.

Dokaz. Kako je —, rasplinuta implikacija, ona je opadajuca po prvom i rastuca
po drugom argumentu.
(i) Koristeé¢i propoziciju 3.31, (ii) imamo da jezasvey €Y iz € Z

(R <r (Ro; P))(y,2) = /\ B '(y,2) =- \/ R(z,t)rP(t,2)

reX tey
> A R(z,y) = (R(z,y)TP(y,2)) > )\ Py.2) = P(y.=).
zeX zeX
(ii) Iz propozicije 3.31, (i) imamo
(Ro, (R« \/R:Uy /\R —r Q(t, 2))
yey tex
< \/ R(z,y)r(R(z,y) =- Q(z,2)) < \/ Q(x,2) = Q(x, 2).
yey yeYy

(iii) Za dokaz ove nejednakosti koristimo propoziciju 3.31, (ii):

(Par (Ror P)™) Na,y) = J\ Ply,2) = (Ro, P)7!(z,2)

z€Z
= /\ P(y,z) = (Ro, P)(z,2) = /\ P(y,z) =, \/ R(z,t)TP(t, 2)
z€2 z€Z tey
> N P(y,2) =+ (R(z,y)7P(y,2)) > /\ R(z,y) = R(z,y).
z€Z z€Z

(iv) Na osnovu propozicije 3.31, (i) imamo:

(P4 Q) or P)(a.2) = \/ (N Ply,t) =+ Q(a,))TP(y, 2)

yeyY teZ

<\ (P(y,2) =+ Q@ 2))7P(y,2) < \/ Q(x,2) = Q(,2).

yey yey
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Teorema 3.35 (i) Jednacina Ro, P = @ sa nepoznatom P ima resenje akko
je R=Y a, Q redenje i tada je ono najvece resenje.

(ii) Jednacina Ro, P = Q sa nepoznatom R ima resenje akko je (P <, Q~1)~1
reSenje i tada je ono najvece resenje.

Dokaz. (i),,<” Ako je P = R™! <, Q redenje jednacine R o, P = Q po P, onda
ona ima resenje.

»,=" Pretpostavimo da jednac¢ina R o, P = @) ima reSenje, obelezimo ga sa P.
Tada iz teoreme 3.34, (i) imamo

P<R'4. (Ro,P)=R '« Q,

tj. R~ <4, Q je vece ili jednako bilo kom regenju P jednacine Ro, P = Q.
Na osnovu teoreme 3.34, (ii) znamo da je

Ro. (R4, Q) <Q,

a kako je P < R~' <, Q i kako je o, rastuéa po drugom argumentu, imamo

Ro, (R'<,Q)>Ro, P=Q.

Dakle, Ro, (R™'<, Q) = Q, tj. R™! <, Q je reSenje, stavise, ono je najvede
reSenje.
(ii),,<” Ako je (P <, Q71)~! resenje, onda jednacina R o, P = ) ima redenje.

»,=" Pretpostavimo da R o, P = @ ima reSenje i oznac¢imo ga sa R. Tada na
osnovu teoreme 3.34, (iii) imamo

R<(P<y(Ro,P)1) ' =(Pe, @)™

tj. (P<,Q~ 1)~ je veée od svakog resenja R jednacine Ro, P = ). Pokaza¢emo
sad da je (P <, Q7 1)7! resenje. 1z teoreme 3.34, (iv) imamo
(P<,Q Hlo, P<Q.

S druge strane, kako je R < (P <, @ 1)~! i kako je o, rastuéa po prvom
argumentu, imamo

(P<,Q N o, P>Ro, P=Q.

Kombinacijom odgovarajué¢ih nejednakosti dobijamo

(P < Q_l)_l or P=0Q,

tj. (P <, Q1)1 jeste resenje, a takode i najveée resenje jednacine Ro, P = Q.
O
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Teorema 3.36 Neka je R € F(X xY), Pe F(Y xZ)iQ € F(X x Z).
Sledeée nejednakosti su tacne:

(i) (Q<- P71 <4, P> Q;

(ii) (R<, P)<; P~' > R;

(iii) RV o, (R4, P) < P;

(iv) Ray (R0, Q) > Q.

Dokaz. (i) Koristeéi propoziciju 3.31, (iii) i buduéi da je —, opadajuéa po
prvom argumentu, imamo

(@< P4 P)(m,2) = N\ () Qz,t) =+ P(y.t)) =~ P(y, 2)

yeY teZ

> N\ (Q.2) = P(y,2)) =+ Py.2) > N\ Qla.2) = Qa,2).

yey yey

(ii) Sliéno prethodnom slu¢aju, na osnovu propozicije 3.31, (iii) imamo

(R<; P) <, PH)(z,y) = /\ (/\ R(z,t) =7 P(t,2)) =7 Py, 2)

2€Z teY
> A\ (R P(y,z)) =+ P(y,2) > /\ R(z,y) = R(z,y)
z€Z z€Z
(iii) Da bismo dokazali ovu nejednakost, koristimo propoziciju 3.31, (i)
(R or (Rar P)(y,2) = \/ Rz, 9)7(\ (R(z,t) =+ P(t, 2)))
reX tey

< \/ R, y)7(R(x,y) =+ P(y,2)) < \/ P(y,2) = P(y,2)

zeX zeX

(iv) Koristedi propoziciju 3.31, (ii) imamo

(R<, (R o, Q))(x /\ny —r \/RtyTQ(tz))
yey teX
> N R(z,y) =+ (R(z,y)7Q(x,2)) > \ Qx,2) = Q(x, 2).
yey yeYy

O

Teorema 3.37 (i) Jednacina R<, P = Q sa nepoznatom R ima redenje akko
je Q < P~1 resenje i tada je ono najvece resenje.

(ii) Jednac¢ina R <, P = Q sa nepoznatom P ima resenje akko je R™! o, Q
resengje 1 tada je ono najmanje resenje.

Dokaz. ,<” Ocigledno.
»,=" Pretpostavimo da jedna¢ina R<, P = () ima resenje R. Na osnovu teoreme
3.36, (ii) znamo da je

R<(R<, P)<, P71 =Q«, P},
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tj. @<, P71 je veée od svakog resenja R.
1z teoreme 3.36, (i) imamo da

Q< (e P Y P

S druge strane, kako je R < Q <, P71, i kako je <, opadajuéa po prvom argu-
mentu, imamo

Q=R<,P>(Qqa, P Yq, P.

Kombinacijom ove dve nejednakosti dobijamo @ = (Q <, P~1) <, P.
(ii) ,«<” Ocigledno.
»,=" Neka je P resenje jedanc¢ine R<, P = Q). Tada je po teoremi 3.36, (iii)

P>R1'o, (R, P)=R"'0,Q,

tj. R~'o, Q je manje od svakog resenja P.
Takode, na osnovu teoreme 3.36, (iv) imamo

Q< Ra, (R0, Q).
a kako je P > R~! <, Q i kako je <, rastuéa po drugom argumentu, imamo
Q = R<]T P > R<]T (Ril Or Q)

i dobijamo Q = R<, (R™' 0, Q). O
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Zakljucak

Kako je rasplinuti skup uopstenje klasi¢nog skupa, u smislu prosirenja karakter-
isti¢ne funkcije sa kodomena {0, 1} na karakteristi¢cnu funkciju sa kodomenom
[0,1], tako se i rasplinuta relacija moze posmatrati kao generalizacija binarne
relacije. DefiniSemo je kao preslikavanje R : X x Y — [0, 1] i moZemo je pred-
staviti matricom ako su X i Y konacni skupovi.

Rasplinute relacijske jednacine koje smo najpre razmatrali su oblika Ro P = @)
i R4 P = Q, gde je o max-min kompozicija, a < kompozicija min—. Jednacine
ovog oblika opsirnije su obradene u [5]. Zadatak je bio ispitati pod kojim
uslovima one imaju resenje, kao i nalazenje najveceg resenja ili, u slu¢aju kada
nam je nepoznata P u jednacini R < P = @), najmanjeg resenja. Rezultati ovog
razmatranja demonstrirani su na konkretnim primerima.

Za datu t-normu 7 moze se definisati kompozicija max-t-norma i min—, kom-
pozicija, §to u stvari predstavlja uopstenje max-min i min— kompozicije i nji-
hovih osobina. Rasplinute relacijske jednacine sa kompozicijom max-t-norma,
Ro, P = @, i sa min—, kompozicijom, R <, P = @, obradene su u [5] i [4],
a ispituju se na slican nac¢in kao rasplinute relacijske jednacine sa max-min i
min— kompozicijama.

Rasplinute relacijske jednacine prvi je proucavao Elie Sanchez u [5]. Kasnije
se njihovo polje primene znacajno prosirilo i danas se koriste u identifikaciji
i predikciji rasplinutih sistema, disretnim dinamickim sistemima, vestackoj in-
teligenciji, teoriji odlu¢ivanja, kompresiji i rekonstrukciji slika i u mnogim drugim
oblastima.

Kod obrade slika na bazi kompresije podataka pomoc¢u rasplinutih jednacina
u [3], resenja specificne klase jednacina dovode do rekonstruisane rasplinute
relacije (slike).

Elie Sanchez je proucavao primenu rasplinutih relacijskih jednac¢ina u dijagnozi
u medicini. Obrazac lekarskog znanja sastoji se od lingvistickih unosa koji se
interpretiraju kao rasplinuti skupovi, tako da razli¢iti struénjaci mogu obezbe-
diti drugacije karakterizacje za iste obrasce.
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