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Predgovor

Nakon, a neretko i tokom izuc¢avanja klasi¢ne (”dvovrednosne”) logike, prirodno je zapitati
se: kako bi izgledao logicki sistem u kojem bismo imali tri, ¢etiri, odnosno n istinitosnih
vrednosti? Da li je uopste moguce konstruisati takve logicke sisteme? Da li je ”van pameti”
razmatrati prebrojivo mnogo ili ¢ak neprebrojivo mnogo istinitosnih vrednosti? Koje bi
algebarske strukture odgovarale takvim logickim sistemima?

U ovom master radu opredelili smo se za izu¢avanje Lukasiewiczevih visevrednosnih logika,
a i MV-algebri jer se nalaze u pozeljnom odnosu. Pritom, zadrza¢emo se na iskaznim
Lukasiewiczevim viSevrednosnim logikama.

Prva glava ovog rada je uvodnog karaktera u kojoj je ukratko opisan proces razvijanja
viSevrednosne logike tokom vremena - od nastanka ideje o njenoj mogucénosti do njene
zvanicne aktualizacije.

U drugoj glavi je dat pregled osnovnih karakteristika sintakse i semantike logickih sistema
generalno, s kojima ¢emo se koristiti u radu. S obzirom na to da ¢emo nastojati da utvrdimo
odstupanja visevrednosne od klasi¢ne logike, radi podse¢anja, navedene su odgovarajuce
karakteristike klasi¢ne logike.

Treca glava je posveéenja iskljucivo trovalentnim logickim sistemima. Najpre je predstavljen
Kleenejev trovalentni logicki sistem K. 35 , a zatim sistem koji je za nas od najvecéeg interesa -
Lukasiewiczev trovalentni logicki sistem L3. Dato je poredenje sa sistemom K. 39 i sa klasi¢nim
logickim sistemom, a nakon toga je predstavljena moguénost njegovog prosirenja pomocu
tzv. 7jake” konjukcije i 7 jake” disjunkcije. Detaljnije je opisan (pouzdan i kompletan) ak-
siomatski sistem L3zA. Ova glava zavrsava se algebarskom tackom gledista jer nas, prirodno,
interesuje: koje to algebarske strukture karakterisu operacije trovalentnih logickih sistema?
U cetvrtoj glavi upoznajemo se sa Lukasiewiczevim beskona¢novrednosnim logickim siste-
mom L. Dato je poredenje sa sistemom L3 i sa klasi¢nim logickim sistemom. Detaljnije je
opisan aksiomatski sistem Lo, A. Odgovoreno je na pitanja o njegovoj odlucivosti (+), pouz-
danosti (+), slaboj kompletnosti (+), jakoj kompletnosti (-), kompaktnosti (-) i vazenju
teoreme dedukcije (-). Ispostavlja se da ne postoji pouzdan aksiomatski sistem za Lo, koji
bi mogao biti i jako kompletan! Stoga, mora se naéi drugi pristup (ukoliko je to mogude)
obezbedivanju kompletnosti logike L.,. Upravo je ovo predstavljalo motivaciju za uvodenje
pojma MV-algebri od strane Changa 1958. godine. MV-algebre su od podjednake vaznosti
za Lukasiewiczevu beskona¢novrednosnu logiku kao sto su Bulove algebre za klasi¢énu logiku.
Zbog toga je peta glava rezervisana samo za MV-algebre. Nakon pregleda osnovnih defini-
cija i teorema stize se do prvog relevantnog rezultata - Changove teoreme reprezentacije
poddirektnosti, koji ¢e nas na kraju ove glave dovesti do sledeceg relevantnog rezultata:



SADRZAJ 4

MV-identitet zadovoljavaju sve MV-algebre akko ga zadovoljavaju svi MV-lanci.

Naredni relevantan rezultat, koji predstavlja "pojacanu” verziju prethodnog, naveden je u
Sestoj glavi (bez dokaza) i glasi: MV-identitet vazi u MV-algebri [0,1] akko vazi u svakoj MV-
algebri. Zatim je, kao pomoéno sredstvo, uveden pojam W-algebri. Svaka W-algebra postaje
MV-algebra ukoliko se na njoj adekvatno definisu odgovarajuée operacije i, analogno, svaka
MV-algebra postaje W-algebra ukoliko se na njoj adekvatno definisu odgovarajuée operacije.
Zahvaljujué¢i W-algebrama jednostavno se stize do relevantne MV-algebre tzv. Lindenbaum
algebre Lukasiewiczeve logike L.,. Ukratko, cilj poslednje glave je: sti¢i do potrebnih i do-
voljnih uslova neophodnih za jaku kompletnost Lukasiewiczeve logike L., a, onda se, za
sam kraj, u to i uveriti.

* Kk ok kK

Za kraj, iskoristi¢u priliku da izrazim zahvalnost osobama koje su uticale na izradu ovog rada.
Pre svega, zahvaljujem se svojim roditeljima, Dojni i Tiboru, bratu Denisu ¢ dragom Nenadu
na neizmernoj podrsci i upornom bodrenju. Takode, zahvaljem se c¢lanovima komisije, dr
Sinisi Crvenkovicu i dr Ivici BoSnjaku, koji su svojim konstruktivnim savetima doprineli da
ovaj rad dobije svoju finalnu verziju. Narocito veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, dr
Rozdliji Sz. Madardsz, najpre zbog velikodusne pomoci pri izboru adekvatne teme, zatim zbog
celokupnog prenetog znanja tokom skolovanja, a ponajvise zbog predanosti ulozi mentora u
svakom smislu.

Novi Sad, februar 2018. Kristina Fruza



Glava 1

Uvod

1.1 Prve ideje o viSevrednosnim logikama

Jednu od najranijih inspiracija za nastanak visevrednosnih logika predstavlja tzv. Problem
of future contigents o kojem je prvi, smatra se, Aristotel ! pisao u 9. poglavlju svoga dela De
Interpretatione®. Problem se sastoji u dodeljivanju istinitosne vrednosti u sadasnjosti tvrd-
njama kojima se tvrdi o dogadaju u buduénosti i, u sustini, ilustruje problem prihvatanja
principa bivalentnosti. Aristotel je ovaj problem predstavio koristeéi ¢uveni primer o bitki
na moru. Posmatrajmo sledece dve tvrdnje:

Bitka na moru c¢e se odigrati sutra.
Bitka na moru se ne¢e odigrati sutra.

Aristotel je razmatrao pitanja poput sledeéeg: Da li se moze smatrati da je danas jedna od
ovih tvrdnji ta¢na, a da je druga netacna?

Pretpostavimo da se bitka na moru neée odigrati sutra. Tada je tacno i u proslosti da ona
neée biti odigrana. Ali, sve istine u proslosti su u sadasnjosti nuzne istine. Prema tome, u
sadasnjosti je nuzno tacno u proslosti, pre i do trenutka nastanka pretpostavljene tvrdnje
da se bitka nece odigrati te je tvrdnja da ¢e se odigrati nuzno netac¢na. Dakle, nije moguce
da ¢ée se bitka odigrati.

Na osnovu principa bivalentnosti sledi da je svaka tvrdnja ili ta¢na ili neta¢na (ima ta¢no
jednu istinitosnu vrednost). Medutim, oba slu¢aja su u isto vreme moguda tj. ili ée se
odigrati ili se neée odigrati te su obe tvrdnje niti ta¢ne niti netac¢ne. Aristotel je dodavsi
pojam kontigencije (kao "status” tvrdnji koje nisu niti taéne niti netaéne) spasao logiku i
u isto vreme ostavio prostora za indeterminaciju u realnosti.

Aristotelov primer o bitki na moru je daleko od ”"naivnog”. Naime, osim Aristotela, mnogi
logicari su, pokusavajuéi da reSe ovaj problem, dali svoja tumacenja ovog primera, medutim,

! Aristotel (384. p.n.e. - 322. p.n.e.) - starogréki filozof
2drugi tekst po redu u njegovoj cuvenoj kolekciji Organon
3engl. contigency
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problem je ostajao nereSen.

Problem je, jasno, usko povezan sa determinizmom - ako su sve tvrdnje o buduénosti ili
tacne ili neta¢ne odnosno determinisane sledi da je sve u buduénosti takode determinisano.
A, s obzirom na to koliko je determinizam tada bio kontroverzan pojam, prevazilazenje ovog
problema je bilo i viSe nego pozeljno. Upravo zato jedan od uzroka rasprava medu epikure-
jcima sa jedne strane i stoicima sa druge strane predstavljao je problem prihvatanja principa
bivaletnosti. Epikurejci, pristalice indeterminizma, odbacili su princip bivalentnosti, dok su
stoici, pristalice determinizma, prihvatili princip bivalentnosti.

Problem of future contigents je, takode, bio uzrok mnogih rasprava tokom srednjeg veka, a
problem bi pritom i dalje ostajao neresen. Tokom druge polovine 19. veka ideja odbacivanja

principa bivalentnosti ponovo biva spominjana od strane H. MacColla* i Ch.S. Peircea °.

1.2 Realizacija visevrednosnih logika

Tako se dovodilo u pitanje vazenje principa bivalentnosti, pokusaji da se radi logika bez ovog
principa nisu bili uspesni sve do perioda izmedu 1920. i 1930. godine kada se zvani¢no
"rodila” visevrednosna logika kao posebna grana logike zahvaljuju¢i nezavisnim radovima J.
Lukasiewicza ¢ i E.L. Posta 7.

Zapravo, Lukasiewicz se prikljucio tumacenju Aristotelove rasprave o statusu tvrdnji koje
su future contigents. Lukasiewiczeva tumacenja su se sustinski oslanjala na odbacivanje
principa bivalentnosti, §to nije bilo inovativno, ali Lukasiewicz je takav pristup predstavio
jasnije i formalnije nego iko drugi ranije. Kako bi zaobisao determinizam, kao pristalica
indeterminizma, ustanovio je da je neophodno ograniciti oblast vazenja principa bivalent-
nosti uvodenjem trece istinitosne vrednosti neodredeno. lako Problem of future contigents
nije u sustini prevaziden ovim (utvrdeno od strane A.N. Priora® 1962. godine), ono &to je
nama najvaznije jeste da su svi ovi radovi 1920. godine rezultirali time da je konstruisao
prvu visevrednosnu logiku kao formalni sistem tzv. trovalentnu logiku koja ga je dovela do
konstrukcije kona¢novrednosne logike, a zatim i do konstrukcije beskona¢novrednosne logike.

Uskoro su usledili radovi Posta 1921. godine koji je, nezavisno radeé¢i od Lukasiewicza,
predstavio svoj viSevrednosni logicki sistem tzv. n-vrednosnu logiku koja je funkcionalno
kompletna? - osobina koju Lukasiewiczevi sistemi ne poseduju. Post se prema ovom prob-
lemu ophodio strogo formalno, njega nisu motivisali filozofski aspekti ovog problema, za
razliku od Lukasiewicza.

4Hugh MacColl (1831 - 1909) - skotski matematicar, logicar i pisac

5Charles Sanders Peirce (1839 - 1914) - americki filozof, logi¢ar i matematicar

6 Jan Lukasiewicz (1878 - 1956) - poljski logi¢ar i filozof

"Emil Leon Post (1897 - 1954) - americki matematicar i logicar

8 Arthur Norman Prior (1914 - 1969) - australijanski logi¢ar i filozof

9Logicki sistem nazivamo funkcionalno kompletnim ukoliko se svaki veznik moze dobiti kompozicijom
veznika tog sistema
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M. Wajsberg!® je postavivii kriterujum aksiomatizacije mnogih konaénovrednosnih logika
ukljuc¢ujudi i Lukasiewiczevu kona¢novrednosnu logiku postao zacetnik aksiomatizacije vise-
vrednosnih logika generalno. 1931. godine aksiomatizovao je Lukasiewiczev trovalentni
iskazni sistem L3. Wajsberg je 1935. godine dokazao da je beskonac¢novrednosni Lukasiewi-
czev iskazni racun kompletan s obzirom na aksiome pretpostavljene od strane Lukasiewicza
i bio je prvi koji je to ucinio, medutim, njegov dokaz nikada nije bio objavljen.

U tom vremenskom periodu (preciznije 1932. godine) je i K.F. Godel'! pokusavao da ob-
jasni intuicionisticku logiku (u kojoj se ne prihvataju univerzalni karakteri nekih osnovnih
zakona logike i istinitim se smatra iskljuc¢ivo ono $to moze biti dokazano) pretpostavljajuéi
postojanje vise od dve istinitosnih vrednosti, u ¢emu mu se pridruzio i S. Jaskowski'?, koji
je 1936. godine i doprineo oblasti znacajnim rezultatima. Oni su razjasnili medusobnu
vezu intuicionisticke i visevrednosne logike u smislu da je dokazano da ne postoji iskazni
viSevrednosni sistem ¢iji se skup logicki zadovoljivih formula poklapa sa skupom logicki
zadovoljivih formula intuicionisticke iskazne logike.

1938. godine D.A. Bochvar!'? je predstavio primenu trovalentne logike u analizi kontradikcija
uvodeéi kao treéu istinitosnu vrednost besmisleno. Iste godine je i S.C. Kleene'* predstavio
primenu trovalentne logike na parcijalno rekurzivne funkcije uvodeci kao trecu istinitosnu
vrednost nedefinisano.

Tokom nekoliko narednih godina neki od osnovnih rezultata su generalizovani i najznacajniji
rezultati bili su dokazani od strane J.B. Rossera'® i A.R. Turquettea.

1.3 Neki znacajni dogadaji u toku druge polovine 20.
veka

e 1951. godine R. McNaughton je postavio kriterujum definabilnosti funkcija u Lukasiew-
iczevim sistemima koji vazi i za kona¢novrednosnu i za beskona¢novrednosnu Lukasiew-
iczevu logiku.

e 1957. godine T.A. Skolem!'® se priblizio dokazu konzistentnosti teorije skupova u
oblasti beskona¢novrednosne logike.

e 1958. godine A. Rose i J.B. Rosser su objavili dokaz teoreme kompletnosti za beskona-
énovrednosnu Lukasiewiczevu iskaznu logiku. U istoj toj godini su C.C. Chang!” i C.A.
Meredith'® dokazali nezavisnost jedne od aksioma beskonaénovrednosne Lukasiewiczeve

10Mordchaj Wajsberg (1902 - ?) - poljski matematicar i logicar

1 Kurt Friedrich Gédel (1906 - 1978) - austrijsko-americki logi¢ar, matematicar i filozof
12Stanistaw Jaskowski (1906 - 1965) - poljski logicar

3 Dmitri Anotolevich Bochvar (1903 - ?) - ruski matematicar i logicar

Stephen Cole Kleene (1909 - 1994) - americki matematicar

15John Barkley Rosser Sr. (1907 - 1989) - americki logicar

16Thoralf Albert Skolem (1887 - 1963) - norveski matematicar

17Cheng Chung Chang (1927 -)

18Carew Arthur Meredith (1904 - 1976) - irski logicar
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logike (predstavljeno u [5] i [12]). C.C. Chang je, takode 1958. godine uveo po-
jam MV -algebri, pomoéu kojih je 1959. godine dokazao teoremu kompletnosti za
beskona¢novrednosnu Lukasiewiczevu iskaznu logiku (predstavljeno u [6]).

e 1959. M. Dummet?° je dokazao teoremu kompletnosti za beskona¢novrednosni iskazni
Godelov sistem.

e 1962. godine B. Scarpellini?! je utvrdio da beskona¢novrednosni Lukasiewiczev sistem
prvog reda nije rekurzivno aksiomatizabilan.

e 1963. godine L.S. Hay kao i L.P. Belluce?? i C.C. Chang su dokazali da doda-
vanje pravila infinitarnog zaklju¢ivanja vodi ka aksiomatizaciji beskona¢novrednosne
Lukasiewiczeve logike.

e 1965. godine L.A. Zadeh?? je inspirisao novi pristup visevrednosnim logikama u kojem
je akcenat bio na primenljivosti, te su u narednim godinama usledelili rezultati vezani
upravo za primenljivost visevrednosnih logika.

e 1967. J. Goguen?* je generalizovao rezultate Zadeha.
e 1979. godine J. Pavelka?® je generalizovao Lukasiewiczeve logike.

e 1983. godine M. Ragaz je objavio rezultate u vezi skupa logicki zadovoljivih formula
beskona¢novrednosne Lukasiewiczeve logike prvog reda.

e 1986. godine D. Mundici?® zapoceo je jo§ dublje izuéavanje MV-algebri.

e 1989. godine V. Novak?7 je prosirio rezultate Pavelke.

Yengl. many-valued

20Gir Michael Anthony Eardley Dummet (1925 - 2011) - engleski filozof
21Bruno Scarpellini - matematicar

22Lawrence Peter Belluce - matematicar

23Lotfi Aliasker Zadeh (1921 - )

24Joseph Amadee Goguen (1941 - 2006) - americki informatic¢ar

25Jan Pavelka - Ceh

26 Daniele Mundici

27Vilém Novék (1951 - ) - Ceh
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Sintaksa i semantika logickih
sistema

2.1 Sta je logicki sistem i ¢emu sluzi?

Osnovni zadatak logickog sistema je da formalizuje pojam logicke posledice: Neka je ¥ neki
skup tvrdnji. Kazemo da je tvrdnja p logicka posledica skupa ¥ ako je tvrdnja p nuzno
tacna svaki put kada su sve tvrdnje iz skupa ¥ tacne. Dakle, izucava se pojam logickog
zakljucivanga i cilj je utvrditi kada iz ta¢nosti pretpostavki nuzno sledi ta¢nost zakljucka.

Logicki sistem moze biti odreden na dva nacina - sintakticki ili semanticki:

e Logicki sistem je odreden sintakticki ako podrazumeva pojam dokaza i dokazive for-
mule tj. formalne teoreme kao i pojam izvodenja iz skupa premisa. Formule se posmat-
raju isklju¢ivo kao nizovi simbola i ne razmatra se nikakvo njihovo moguce znacenje.

e Logicki sistem je odreden semanticki ako podrazumeva pojam interpretacije ili modela
u smislu da u odnosu na svaku interpretaciju, svaka dobro definisana' formula ima
neku istinitosnu vrednost ili predstavlja funkciju u skupu istinitosnih vrednosti. Ovo
dalje znac¢i da imamo pojam zadovoljenja za dobro definisane formule i na osnovu toga
relaciju logicke posledice = (”semanticka rampa”) izmedu skupa dobro definisanih
formula i pojedina¢nih formula.

S obzirom na to da se, dakle, logicki sistem moze odrediti ili na osnovu pojma dokaza ili
na osnovu pojma istine, prirodno se nameéu pitanja pouzdanosti (da li dokazivost implicira
istinu?) i kompletnosti (da li i istina implicira dokazivost?) logickog sistema.

Mi ¢éemo preferirati da nam sistem bude semanticki odreden, ali bez isklju¢ivanja sintaktickih
osnova. Takode, napomenimo da ¢emo se zadrzati na ISKAZNIM logickim sistemima.
Formalizacija pojma logicke posledice data je u definiciji koja sledi.

1» gramaticki” ispravna
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2.1.1 Definicija Neka je ¥ neki skup formula i F neka formula. KaZemo da je F logicka
(semanticka) posledica skupa ¥ ako F vaZi u svim modelima skupa 3. U tom sluéaju pisemo
YEF.

Glavne (semanticke) pretpostavke klasiéne logike su
princip bivalentnosti (ranije spominjan) i princip kompozicionalnosti.

Princip bivalentnosti, ponovimo, tvrdi da je svaka dobro definisana formula ta¢na ili netac¢na
u bilo kojoj interpretaciji tj. ima tacno jednu od istinitosnih vrednosti T i L, obi¢no nu-
mericki obelezeno sa 11 0.

Princip kompozicionalnosti tvrdi da je istinitosna vrednost svake slozene formule (dobijene
pomocu logickih veznika) funkcija istinitosnih vrednosti njenih potformula.

U prethodnoj glavi je ve¢ receno, visevrednosne logike se razlikuju od klasi¢ne po tome
§to od ova dva principa ne zadovoljavaju princip bivalentnosti. Veéina visevrednosnih logika
zadovoljava princip kompozicionalnosti - tu osobinu nazivamo istinitosnom funkcionalnoséu.

2.2 Sintaksa logickog sistema

Da bismo definisali jezik logickog sistema (i time ustanovili sintaksu logickog sistema),
neophodno je zadati odgovarajuéu azbuku ( ili alfabet) tj. skup simbola od kojih se grade
”dobre reci” i zatim izdvojiti skup onih re¢i nad tom azbukom koje éemo smatrati ”dobro
formiranim izrazima”.

Konkretno, ono §to je nama od interesa - sistem S visevrednosne logike je sintakticki okarak-
terisan pomoc¢u odgovarajucéeg formalizovanog jezika Lg koji sadrzi:

e (nepraznu) familiju J° bazi¢nih iskaznih veznika;
e (ne obavezno nepraznu) familiju konstanti stepena istinitosti;
Usvaja se uobicajeni nacin definisanja klase dobro definisanih formula u odnosu na ove

sintakticke polazne pojmove.

2.2.1 Primer: jezik klasicne iskazne logike

”Dobro formirani izrazi” su u sluc¢aju klasi¢éne iskazne logike tzv. iskazne formule.
2.2.1 Definicija Standardna azbuka iskazne logike se sastoji od sledecih simbola:
e Prebrojiv skup iskaznih slova;
o Simboli logickih operacija: N,V ,=>, <, —;
e Pomocéni znaci: (,).

2.2.2 Definicija Skup iskaznih formula je najmangi skup reci nad azbukom koji zadovoljava
sledeée uslove:
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e Sva iskazna slova su iskazne formule;

o Ako su A i B iskazne formule, onda su to i sledeéi izrazi:
(AAB),(AV B),(A= B),(A+ B),(-4)

Ovako definisan skup svih iskaznih formula zovemo i standardan skup iskaznih formula i
obeleZavamo sa Form.

2.3 Semantika logickog sistema

Semantika neke logike je odredena kada se definisu strukture (tzv. modeli) u kojima se in-
terpretiraju formule date logike, kao i tzv. relacija zadovoljenja = izmedu modela i formula.

Sistem S visevrednosne logike je semanticki okarakterisan pomoc¢u odgovarajuceg formali-
zovanog jezika Lg koji sadrzi:

e (neprazan) skup W? stepena istinitosti;

e Familiju funkcija stepena istinitosti zajedno sa korespodencijom izmedu ovih funkcija
stepena istinitosti i iskaznih veznika (formalnog) jezika,;

e (ne obavezno nepraznu) familiju nularnih operacija tj. elemenata skupa stepena istini-
tosti zajedno sa ”1-1” korespodencijom izmedu ¢lanova ove familije i konstanti stepena
istinitosti (formalnog) jezika,;

2.3.1 Napomena Kardinalnost skupa W odreduje arnost visevrednosnog logickog sis-
tema.

Posto, kao sto smo ranije i napomenuli, preferiramo semanticku odredenost sistema vise-
vrednosne logike, obi¢no polazimo od skupa stepena istinitosti W? zajedno sa nekim (kona-
¢nim) operacijama u njemu, odredujuéi funkcije stepena istinitosti bazi¢nih veznika. Stoga
za semanticki pristup viSevrednosnim logikama neke algebarske strukture dobijaju osnovnu
ulogu. Nazalost, za sada, ne postoji nijedna klasa algebarskih struktura, kao $to je Bulova
algebra za klasicnu logiku, koja je karakteristicna za visevrednosne logike. Zbog toga se
razli¢iti pristupi visevrednosnim logikama oslanjaju na razlicite algebarske strukture.

Najcescée se dodatno pretpostavlja da se klasi¢ne istinitosne vrednosti pojavljuju medu ste-
penima istinitosti bilo kog odgovarajuceg sistema S visevrednosne logike. Osim ovog uslova
nema drugih restrikcija za W9. Medutim, opsteprihvaéeno je da se za W9 uzima neki skup
brojeva (skup celih brojeva, skup racionalnih brojeva ili ¢ak skup realnih brojeva ), ali sve
dok nije od interesa imati uredenje na W9 koje dozvoljava postojanje neuporedivih stepeni
istinitosti.

Jos jedna opsteprihvac¢ena pretpostavka je da medu stepenima istinitosti postoji najmanji,
koji se obi¢no interpretira kao ekvivalent istinitosne vrednosti L, i najveci, koji se obitno
intepretira kao ekvivalent istinitosne vrednosti T.

Uobicajeno je da se za standardni skup W smatra onaj koji ispunjava sledeée uslove:
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{0,1} WS iws C[0,1] CR.

Konkretnije, u slucaju beskona¢no mnogo stepena istinitosti obi¢no se razmatraju sledeci
prebrojiv skup i neprebrojiv skup:

W():def{JIEQ|O§$§1}1HWOOZdef{xGRH)SxSl},
a u slucaju kona¢no mnogo stepeni istinitosti sledeé¢i skup:

Wi =def {% |0 <k <m— 1}, za neki ceo broj m > 2.

2.3.2 Napomena Uslovom {0,1} € W¥ nismo obezbedili da nam samo stepen istinitosti
1 mora predstavljati ekvivalent istinitosnoj vrednosti T, tako da, da bismo odredili sistem S
viSevrednosne logike moramo odrediti koje istinitosne vrednosti korespondiraju istinitosnoj
vrednosti T. Formalno ovo znaéi da za svaki sistem S ne vezujemo samo njegov skup stepena
istinitosti W?* ve¢ i neki skup D? istaknutih stepena istinitosti. Naravno, pretpostavljamo
1 € D C W¥ zajedno sa 0 ¢ D°. Izbor skupa istaknutih stepena istinitosti je od funda-
mentalnog znacaja za generalizaciju pojma logicke zadovoljivosti i logicke posledice.

Pojmove skupova W i DY i funkcije stepena istinitosti za baziéne veznike sistema S &esto
”skupljamo na jedno mesto” definisanjem tzv. karakteristicne matrice

MS = (WS>DSaf17f23 """ afn)a
gde su f; : W™ = WS i=1,2,....,n.

2.3.3 Definicija Valuacija je svako preslikavanje T iz skupa iskaznih promenljivih u skup
WH. Interpretacija iskaznih formula za datu valuaciju T jeste preslikavanje v, : Form —
WH. Za v, (F) kazemo da je vrednost formule F u valuaciji T tj. u interpretaciji v, .

2.3.4 Definicija Formulu F nazivamo zadovoljivom u valuaciji T (interpretaciji v, ) akko
u njoj ima istaknut stepen istinitosti tj.

7 = F akko v, (F) € D°

Formulu F nazivamo D®-tautologijom (ili D -logicki zadovoljivom) akko je zadovoljiva u
svakoj odgovarajudoj valuaciji (interpretaciji) tj.

E F akko (V1) T E F.

2.3.5 Definicija Interpretaciju T nazivamo modelom formule F i to zapisujemo T = F
akko je formula F zadovoljiva u interpretaciji L. Interpretaciju T nazivamo modelom skupa
formula X i to zapisujemo I = % akko je model svake formule G € X.

2.3.6 Napomena
e Skup svih modela obelezavamo sa Mod.
o Mod(F)={r€ Mod: 1| F}

Ponekad je pojam modela jos vise generalizovan u visevrednosnim logikama:
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2.3.7 Definicija Neka je « proizvoljan stepen istinitosti i F neka formula. Tada inter-
pretaciju T nazivamo a-modelom od F akko je stepen istinitosti od F wu interpretaciji T
jednak o ili akko je veéi ili jednak od «.

2.3.8 Napomena

e U slucaju da je stepen istinitosti veéi ili jednak od o mi éemo ipak koristiti oznaku:
(> a)-model.

e U upotrebi je i pojam a-modela skupa formula. U ovom slucaju, najzgodnije je da
koristimo definiciju koja sledi.

2.3.9 Definicija Interpretaciju T nazivamo (> «)-modelom skupa formula ¥ akko je T
(> a)-model svake formule F € 3.

Pojam logicke posledice je definisan skoro na standardan nacin.

2.3.10 Definicija Formulu F nazivamo logickom posledicom skupa formula X i piSemo
Y = F akko

(1. verzija): svaki model od X je takode model od F;

(2. verzija): svaki (> «)-model od ¥ je takode (> o)-model od F.

Provera da li je formula bilo kog iskaznog sistema visevrednosne logike logicki zadovoljiva
moze se sprovesti na isti na¢in kao za klasi¢nu logiku odredujuéi kompletne tablice stepena
istinitosti i ovaj postupak je efektivan ukoliko je skup stepena istinitosti konacan. Ovo je
formulisano u teoremi koja sledi.

2.3.11 Teorema Za svaki konacan visevrednosni sistem S iskazne logike, osobina logicke
zadovoljivosti formule je odluciva i za svaki konacan skup formula ¥ sistema S osobina
logicke posledice skupa formula ¥ je takode odluciva.

2.3.12 Primer Za definiciju semantike klasi¢ne iskazne logike koristi se sledec¢a dvoele-
mentna algebra tzv. iskazna algebra: I =< {T,L} A V,=,<, - > gde su operacije
A, V,=,< binarne, a - unarna operacija, definisane svojim Cayleyevim tablicama. Dakle,
u ovom sluéaju je WS = {T, L}, a D% = {T}.

2.4 Aksiomatizacija logickog sistema

Postoji nekoliko razli¢itih pristupa pojmu deduktivnog sistema, ali nepromenljivo je uvek
to da su to sistemi u kojima se do pojma dokaza odnosno teoreme stize preko preciznih
sintakticki definisanih pravila izvodenja.

2.4.1 Definicija Deduktivoni sistem (ili formalna teorija) je uredena éetvorka
D =< X,Form, Az, R >,

gde je:
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o X neprazan skup simbola tzv. azbuka;
e Form je neprazan skup nekih reci nad X, tzv. skup formula;
o Ax je neprazan podskup skupa Form, tzv. aksiome;

e R je neprazan skup tzv. pravila izvodenja, oblika p = w , gde su Ay, As, ... Ay
i B neke formule. U tom sluc¢aju kaZemo da formula B sledi iz A1, As, ..... A, na osnovu
pravila p.

Za D kaZemo da je aksiomatska formalna teorija (ili aksiomatski ( deduktivni) sistem) ako
postoji algoritam za odluc¢ivanje koja formula jeste, a koja nije aksioma.

2.4.2 Definicija Neka je D =< X, Form, Az, R > neki deduktivni sistem. Dokaz (u D) je
konacan niz formula Ay, As, ....., A, takav da je u tom nizu svaka formula aksioma ili sledi
iz ranigih formula w nizu na osnovu nekog pravila izvodenja iz R. U tom slucaju kaZemo da
je A1, Ao, ...y Ay dokazni niz za A, (ili samo dokaz za A, ). Formula B je teorema u D ako
postoji dokaz za B. U tom sluc¢aju pisemo p B ili samo = B. Sa Th(D) obelezavamo skup
svih teorema deduktivnog sistema D.

2.4.3 Definicija Za deduktivni sistem D kaZemo da je odluciv ako postoji algoritam za
odluc¢ivanje koja formula jeste, a koja nije teorema te teorije.

2.4.4 Definicija Neka je D =< X, Form, Az, R > neki deduktivni sistem, ¥ C Form,
B € Form. KaZemo da je B sintakticka posledica od ¥ (ili da ¥ dokazuje B) ako postoji
konacan niz formula Ay, As, .....A, u kome je A, = B, tako da je svaka formula u tom nizu
aksioma, ili iz X2 ili sledi iz ranijih formula w tom nizu po nekom pravilu izvodengja iz R. U
tom sluc¢aju kaZemo da je taj niz dokazni niz za B iz ¥ i pisemo X Fp B ili samo X+ B.
Formule iz skupa ¥ zovemo hipoteze, a za B kaZemo da je zakljucak.

Sa Cons(X) obelezavamo skup svih sintaktickih posledica od .

Za skup formula ¥ kaZemo da je deduktivno zatvoren skup ako je Cons(X)=X.

2.4.5 Teorema Neka je D =< X, Form, Az, R > neki deduktivni sistem. Tada za sve
>, 31,39 C Form vazi:
o ¥ C Cons(X);

o Ako je X1 C 3o, onda Cons(31) C Cons(3s);

o Cons(Cons(X)) = Cons(X).

2.4.6 Teorema (Teorema kompaktnosti) Neka je D =< X, Form, Az, R > neki deduktivni
sistem. Tada za sve > C Form 1 sve F' € Form vaZi:

Y+ F akko postoji konacan g C X tako da je Yo - F'.
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2.4.1 Deduktivni sistem za klasi¢nu iskaznu logiku - iskazni racun

Ovom prilikom odluéujemo se za Hilbertov? pristup pojmu deduktivnog sistema - imaéemo
viSe aksioma i samo jedno pravilo izvodenja.

2.4.7 Definicija Iskazni racun je deduktivni sistem H =< X, Form, Az, R >, gde je:
e X =SU{=,-,(,)}, gde je S ={p1,D2y coess Py e }5
e Form je skup iskaznih formula definisan nad skupom iskaznih veznika {=,—};
o Ax = AxiUAxo U Axs, gde su Axy, Axo i Axs skupovi formula definisani pomodcu tzv.
sema aksioma:
Az : A= (B=A)
Aze: (A= (B=0C))=(A=B)=(A=0))

Azs: (A= -B)= (B= A);

e R={MP}, (tzv. modus ponens), MP : A’AT:”B.
Vrlo znacajna teorema koja vazi u klasi¢noj iskaznoj logici je teorema koja sledi.
2.4.8 Teorema (Teorema dedukcije) Neka je ¥ C Form, A, B € Form. Tada
YSU{A}F B akko X+ A= B.

Kao $to smo ranije neformalno napomenuli, saglasnost odnosno nesaglasnost sintakse i se-
mantike logickog sistema utvrdujemo odgovaraju¢i na pitanja pouzdanosti i kompletnosti
logickog sistema.

2.4.9 Teorema Iskazni racun H je pouzdan tj. za sve ¥ C Form i sve F € Form vazi

ako X+ F, onda ¥ E F.

2.4.10 Teorema Iskazni racun H je kompletan tj. za sve ¥ C Form i sve F' € Form vazi

YSFF akko ¥ = F.

Specijalan slucaj ove teoreme je slucaj kada je skup iskaznih formula ¥ prazan i glasi: iskazna
formula F' je tautologija akko je teorema iskaznog racuna H. Formulisan je u sledecoj
teoremi.

2.4.11 Teorema (Mala teorema kompletnosti) Za sve F' € Form vazi:

FF akko = F.

Kao posledicu male teoreme kompletnosti imamo:

2David Hilbert (1862 - 1943) - nemacki matematicar
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2.4.12 Teorema (Odlucivost iskaznog racuna H) Iskazni racun H je odluciv tj. postoji
algoritam koji za svaku iskaznu formulu F odlucuje o tome da li je F teorema iskaznog

rac¢una H.

2.4.13 Teorema (Teorema kompaktnosti za iskaznu logiku - semanticka verzija) Skup iskaznih
formula ¥ ima model akko svaki konacan podskup od 3 ima model.



Glava 3

Trovalentne logike

Koristi¢emo jezik klasi¢ne iskazne logike, ali atomi¢nim formulama sada mogu biti dodeljene
vrednosti 1 ("taéno”), 3 (niti ”tacno” niti "netaéno”) i 0 ("netatno”)!. Pitanje je: kako
definisati istinitosne funkcije za standardne iskazne veznike ukoliko prihvatimo tri istinitosne
vrednosti? Odabirom skupa istinitosnih funkcija bi¢e odreden specifi¢ni sistem trovalentne
logike. Razvijeno je vise razli¢itih sistema trovalentne logike, za nas od najveceg interesa

predstavlja Lukasiewiczev sistem, no, najpre ¢emo se osvrnuti na jos jedan sistem.

Sledec¢e dve definicije bi¢e nam korisne u utvrdivanju odnosa klasi¢ne i trovalentne logike
jer, naravno, zelimo da znamo koje se osobine ¢uvaju tj. prenose u trovalentnu logiku.

3.0.1 Definicija Iskazni veznik u trovalentnom logickom sistemu nazivamo normalnim ako
kad god veznik povezuje formule sa klasi¢nim istinitosnim vrednostima rezultujuca formula
ima sty istinitosnu vrednost kao i u klasiénoj logici.

3.0.2 Definicija Iskazni veznik u trovalentnom logickom sistemu mazivamo uniformnim
ako kad god je istinitosna vrednost formule formirane sa tim veznikom jedinstveno odredena
istinitosnom vrednoscéu jedne od gradivne formule u klasicnoj logici, istinitosna vrednost for-
mule formirane sa tim veznikom je takode tako jedinstveno odredena u trovalentnom logickom
sistema.

3.1 Kleenejeva ”jaka” trovalentna logika
Sistem koji ée u nastavku biti predstavljen izgraden je od strane Kleeneja 1938. godine.? i
obelezava¢emo ga sa K5 (slovo S simbolise re¢ "jak” (engl. strong)). Svi iskazni veznici u

K 33 su normalni i uniformni.

- Negacija u K33 je definisana sa:

1Ovom prilikom odluéili smo se za numeri¢ko reprezentovanje istinitosnih vrednosti. U literaturi se
najcesce koriste oznake T (engl. true), N (engl. neutral) i F (engl. false), a mi éemo, dakle, koristiti umesto
T,NiFredoml,%iO.

2Za konstrukciju ovog sistema Kleeneju motivaciju nije predstavljalo ” prevazilazenje” neodredenosti nego
parcijalno rekurzivne funkcije.

17
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[=INENT I
— - O X

Dakle, kada A ima neku od vrednosti 1 ili 0 (ove vrednosti ¢emo nazivati klasi¢nim istini-
tosnim vrednostima) —x A je definisano kao i u klasiénoj logici.

- Binarni veznici u sistemu K3 definisani su na sledeé¢i nacin:

AANg B
AB|1 5 0
1 1 % 0
5 |3 2 0
0 0 0 0
AVg B
AB|1 3 0
1 1 1 1
SR
0 1 3 0
A =g B
AB[1 5 0
1 1 1 0
?
3 |1 3 3
0 1 1 1
A s B
AB[1 5 0
1 1 = 0
11 1o
2 2 % 2
0 0 5 1

Valuacijau K 33 je svako preslikavanje 7 : X — {1, 5,0}, gde je X skup iskaznih promenljivih.
Ako p € X, onda za 7(p) kazemo da je vrednost te iskazne promenljive u valuaciji 7. In-
terpretacija iskaznih formula za datu valuaciju 7 jeste preslikavanje v, : Form — {1, 1 5,0},
koje je definisano na sledeéi nacin - ako je p iskazna promenljiva iz X, A i B iskazne formule,
onda je:

* v-(p) =7(p);

+(~xA) = —kv-(A);

* v (A Ak B) = vr(A) Ak v (B);
(
(

[ ]
<

e v.(AVkg B) =v,(A) Vk v-(B);
e v (A=k B) = U-,—(A) =K ’UT(B);
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e v.(Aek B)=v,(A) &k v (B).

Za v, (A) kazemo da je vrednost formule u valuaciji 7 odnosno interpretaciji v,. Ukoliko je
v-(A) = 1, kazemo da je formula A u toj valuaciji, odnosno interpretaciji, taéna, ukoliko je
v, (A) = 5 da je niti taéna niti netacna i ukoliko je v-(A) = 0 da je netacna.

3.1.1 Napomena S obzirom na to da ¢emo u n—vrednosnom i beskona¢novrednosnom
sluc¢aju veznike definisati pomoéu numerickih klauzula (zbog ¢ega smo se i od pocetka opre-
delili za numericko predstavljanje istinitosnih vrednosti), napomenimo kako to mozemo uéini
u ovom slucaju:

o v (—xA) =ger 1 —v-(A);

* v(A Ak B) =dey min(vr(A), v-(B));

* v (AVk B) =4y maz(vr-(A), vr(B));

* v:(A =k B) =gef max(l —v.(A),v:(B));

o v (A &K B) =gy min(maz(l — v-(A),v-(B)), maz(l — v, (B), v, (A))).

I, naravno, ove numericke klauzule mogu se uzeti i za klasi¢nu iskaznu logiku jer je sistem
K3 normalan sistem® (zapravo, uobic¢ajeno je da se upravo ove i uzimaju).

Mozemo neke od ovih veznika odabrati za bazitne veznike i preko njih definisati ostale.
Zapravo, ovo mozemo uciniti na isti na¢in kao i u klasi¢noj logici. Uzmimo —g i Ax za
bazi¢ne veznike i definisimo ostale veznike preko njih:

AVkg B =45 "k(-xk ANk Kk B)
A=k B=gef "x(ANk ~kB)
Aek B=g45 xk(ANk "k B) ANk "k (~xkA Nk B)
Dakle, u ovom slucaju, karakteristicna matrica sistema K3 je oblika
Mys = ({1,3,0}, {1}, ~x, Ak)-

3.1.2 Definicija Formulu u trovalentnom logickom sistemu nazivamo tautologijom ako uvek
ima istinitosnu vrednost 1, a kontradikcijom ako wvek ima vrednost 0.

3.1.3 Teorema Ne postoje tautologije niti kontradikcije u K3 .

Dokaz. Razmatranjem istinitosnih tablica uveravamo se da, kad god atomi¢ne komponentne
slozene formule uzimaju vrednost %, vrednost slozene formule je takode % Ovo povlaci da
za proizvoljnu formulu postoji barem jedna dodela istinitosnih vrednosti za koju ona ima
vrednost % pa nijedna formula ne moze biti ni tautologija ni kontradikcija u Kgs . O

3Qcekivano, trovalentni logicki sistem nazivamo normalnim ukoliko su u njemu iskazni veznici normalni.
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3.1.4 Lema (Lema normalnosti) U normalnom trovalentnom sistemu, klasiéna dodela is-
tinitosnih vrednosti se ponasSa na isti nacin kao Sto se ponaSa u klasiénoj logici - svaka
formula koja je tacna® za tu dodelu u trovalentnom sistemu je takode tacna za tu dodelu
u klasiénoj logici i svaka formula koja je netaéna® za tu dodelu u trovalentnom sistemu je

takode netacna za tu dodelu u klasicnoj logici.

Dokaz. Dokaz sledi iz ¢injenice da se veznici u normalnom sistemu ponasaju na isti nacin
na koji se ponasaju u klasi¢noj logici kad god deluju na formule sa klasi¢nim istinitosnim
vrednostima. O

Koristimo standardnu oznaku i definiciju logicke posledice: formulu F nazivamo logickom
posledicom skupa formula ¥ u trovalentnoj logici i pisemo X | F ako, kad god su sve
formule iz skupa X ta¢ne, i formula F je nuzno ta¢na. Argument je ispravan u trovalentnoj
logici ako je zakljucak logicka posledica skupa premisa argumenta.

3.1.5 Teorema Ako je ¥ =x F, onda je ¥ |= F (tj. svaka logicka posledica u K35 je takode
logicka posledica u klasi¢noj iskaznoj logici).

Dokaz. Pretpostavimo da vazi ¥ g F. Iz definicije logicke posledice sledi da za svaku
klasi¢nu (a, i neklasiénu) dodelu istinitosnih vrednosti u K5 za koju su sve formule u %
tacne, I’ je takode tacna. Ali, sada, s obzirom da je sistem Kg? normalan, ovo je tacno i u
klasi¢noj logici na osnovu prethodne leme. Dakle, ¥ = F' takode vazi. O

Kontraprimer za suprotan smer teoreme je:

3.1.6 Primer

-(A&B)
(AsC)V(B&C)

Ovaj argument jeste klasi¢no ispravan jer da bi premisa bila ta¢na u klasi¢noj logici, A i
B moraju imati razlicite istinitosne vrednosti. Ali onda, bez obzira na to koju istinitosnu
vrednost C'ima, bi¢e ekvivalentna nekoj od A i B jer postoje samo dve istinitosne vrednosti
u klasi¢noj logici - ispravnost zavisi od ¢injenice da u klasi¢noj logici postoje samo dve
istinitosne vrednosti. Prema tome, nije iznenadenje §to ovaj argument nije ispravan u K5
u kome premisa moze imati vrednost 1, a zakljucak moze imati vrednost % ako A 1 Bimaju
suprotne klasi¢ne vrednosti, a C ima vrednost %

Ali, postoje klasi¢no ispravni argumenti koje su takode ispravni u K:,)S :
3.1.7 Primer

AA=SB (tj. pravilo MP)

4tj. ima istinitosnu vrednost 1; koristi¢emo termin tac¢an radi jednostavnosti kad god ne bude postojala
opasnost zabune

5tj. ima istinitosnu vrednost 0; koristiéemo termin netacan radi jednostavnosti kad god ne bude postojala
opasnost zabune
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3.2 Lukasiewiczeva trovalentna logika

Sistem koji ¢emo sada posmatrati izgraden je od strane Lukasiewicza® 1930. godine i
obelezava¢emo ga sa Ls. Svi iskazni veznici u L3 su normalni i uniformni. U ovom sis-
temu tri iskazna veznika definisana su na analogan naé¢in kao u K3, a preostala dva veznika
razlikuju se samo po jednom polju u istinitosnoj tablici. Ove ”minorne” promene zapravo
dovode do toga da dobijamo sistem u kojem postoje i tautologije i kontradikcije. Veznici
koji se razlikuju jesu implikacija i ekvivalencija i razlike se nalaze u polju koje je u centru
istinitosnih tablica - u slu¢aju da i A i B uzimaju vrednost % u oba slucaja rezultujucoj
formuli dodeljuje se vrednost 1. Vrednost 1 se dodeljuje da bi kondicional oblika A = A
bio tautologija kada su antecedent i konsekvent jednaki. Sliéno zeli da se obezbedi i za
bikondicional oblika A < A.

Veznici u sistemu L3 su definisani na sledeéi nacin:

Al -LA
1] 0
1 1
2 2
0] 1
Any B
ABJ]1 7 0
1|1 % 0
: [z 03 0
0 [0 0 0O
AV B
AB[1 1 0
1 [1 1 1
SR
0 |1 4§ 0
A:>LB
AB[1 L 0
1 [1 5 0
1 1 1 1L
2 2
0 |1 1 1
A<:>LB
ABJ1 5 0
L [1 5 0
1l 7 1
2 2 2
0 [0 5 1

S obzirom na osobine implikacije i ekvivalencije u sistemu L3, ne mozemo ih definisati preko
preostalih veznika: ako bismo konstruisali formulu koristeé¢i samo veznike =y, A, iV , onda

6Za konstrukciju ovog sistema Lukasiewiczu, poput Kleeneju, motivaciju nije predstavljalo ”pre-
vazilazenje” neodredenosti ve¢ Problem of future contigents
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bi, kad god bi sve atomi¢ne formule od kojih je sastavljena formula imale vrednost %7 i sama
formula imala vrednost % Ali, posmatrajmo sada formule A =; Ai A < A. Obe formule
imaju vrednost 1 kada A ima vrednost % Posto ne mozemo da konstruisemo formulu koja
ima ovo svojstvo pomoéu A, -p, Ap iV, ne mozemo ni veznike =, 1 <, definisati pomoc¢u
preostala tri veznika.

Lukasiewicz je uzeo -, i =, za bazi¢ne veznike i preko njih je definisao preostale:
AV B =4y (A= B)=1 B
ANp B =gef ~1.(~AVL ~B)
Ae B=4s (A= B)AL (B=1A)
Dakle, karakterististicna matrica sistema L3 je oblika

MLs = ({ ’2’1} {1} jL7:>L)

Valuacija u Ls je svako preslikavanje 7 : X — {1, 3 5,0}, gde je X skup iskaznih promenljivih.
Ako p € X, onda za 7(p) kazemo da je vrednost te iskazne promenljive u valuaciji 7. In-
terpretacija iskaznih formula za datu valuaciju 7 jeste preslikavanje v, : Form — {1, 2 5,0},
koje je definisano na sledeéi nacin - ako je p iskazna promenljiva iz X, A i B iskazne formule,
onda je:

e v:(p) =7(p);
+(—LA) = ~pvr(A);

<

(

e 0, (AAL B) = v,(A) AL v, (B);

e v (AVy B)=v,(A) Vv (B);

* v; (A=, B) =v-(A) =L v (B);

e v, (A B)=v,(A) &1 v (B).
)

Za v, (A) kazemo da je vrednost formule u valuaciji 7 odnosno interpretaciji v,. Ukoliko je
v-(A) = 1, kazemo da je formula A u toj valuaciji, odnosno interpretaciji, taéna, ukoliko je
vr(4) = % da je niti tacéna niti netacna i ukoliko je v, (A) = 0 da je netacna.

3.2.1 Napomena Navedimo, takode, numericke klauzule za ovaj slucaj i primetimo da se,
naravno, pretposlednja i poslednja razlikuju od onih koje smo naveli za sistem K3

o v, (—1A) =ges 1 — v, (A)

o vr(ANL B) =geg min(vr(A),v7(B));

o v;(AVy B) =gey maz(v,(A),v,(B));

o v (A= B) =go; min(1,1—v.(A) +v.(B));
( (4)

o v (A& B) =gy min(1,1 —v-(A) +v:(B),1 — v (B) + v-(4)).
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I, naravno, ove numericke klauzule mogu se uzeti i za klasi¢nu iskaznu logiku jer je sistem
L3 normalan sistem.

3.2.2 Teorema Svaka formula koja je tautologija u L3 je takode tautologija u klasicnoj
logici i svaka formula koja je kontradikcija w Ls je takode kontradikcija u klasicnoj logici.

Dokaz. Formula koja je tautologija u L3 je ta¢na u Lg za svaku klasi¢nu dodelu istinitosnih
vrednosti. S obzirom da je sistem L normalan, na osnovu Leme normalnosti (koja se, inace,
odnosi na proizvoljan trovalentni logicki sistem) sledi da je formula tacna za sve dodele
istinitosnih vrednosti u klasi¢noj logici pa je zato tautologija u klasi¢noj logici. Sli¢nim
rezonovanjem se dolazi do tvrdenja za kontradikciju. O

3.2.3 Napomena Nije svaka formula koja je tautologija u klasi¢noj logici, tautologija i u
L3, i nije svaka formula koja je kontradikcija u klasi¢noj logici, kontradikcija i u Ls. Primeri:
e AV —pA je primer klasi¢ne tautologije koja nema uvek vrednost 1 u Ls.

e A AL —pA je primer klasi¢ne kontradikcije koja nema uvek vrednost 0 u Ls.

3.2.4 Teorema Ako je ¥ |=1, F', onda je ¥ |= F (4. svaka logicka posledica u L3 je takode
logicka posledica u klasicnoj iskaznoj logici).

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teoreme 3.1.5. O

3.2.5 Napomena Kontraprimer za suprotan smer prethodne teoreme analogan je odgo-
varajuéem u K3 - primeru 3.1.6.

Ali, postoje klasi¢no ispravni argumenti koje su takode ispravni u L3 - npr. u primeru 3.1.7
je dat takav argument.

S obzirom na to da su negacija, konjukcija i disjunkcija iz Kgg analogne onim iz L3 i da se
implikacija i ekvivalencija iz K. gq mogu definisati pomocéu preostalih veznika, odmah dobi-
jamo:

3.2.6 Teorema Svaki veznik iz K5 se moze definisati u Ls.

Ukoliko bi svaka moguca trovalentna istinitosna funkcija mogla biti definisana u L3, onda
bi L3 bio funkcionalno kompletni sistem ($to nije).

3.2.7 Definicija Istinitosnu funkciju nazivamo regularnom ukoliko klasi¢nu istinitosnu vred-
nost slika u klasiénu istinitosnu vrednost.

Za potrebe dokaza sledece teoreme definisemo sledeéi veznik:
aA =def —\L(A = —\LA).

Dobijamo sledecu istinitosnu tablicu:
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(=T N
OO»—li

3.2.8 Teorema Svaka regularna trovalentna istinitosna funkcija moZe se definisati u Lg.

Dokaz. Regularna trovaletna n-arna istinitosna funkcija moze se opisati istinitosnom tabli-
com na sledeéi nacin:

Ay Ay Ll A,
1 1 ... 1 U1
1 1 ... 0 Vg
0 O ..... O V3n
gde je svaka od v1,vs, .....,v3» jedna od vrednosti 1, % ili 01 v; je 1ili 0 ako su sve vrednosti

levo od nje u i-toj vrsti klasi¢ne istinitosne vrednosti.

Najpre ¢emo obezbediti za svaku i-tu vrstu za koju je v; = 1 formulu B; koja ima vrednost 1
u toj vrsti i vrednost 0 u svim drugim vrstama na sledeéi nacin - B; = A1 Ap AsAp.....AL Ay,
gde je A;:

e aA; ako A; ima vrednost 1 u i-toj vrsti;
e a—~pA; ako A; ima vrednost 0 u i-toj vrsti;
e —raA; AL a—pAj u suprotnom.

Svaka od ovih formula A;, definisana za odgovaraju¢u i-tu vrstu, imace vrednost 1 kada A;
ima vrednost koju ima u i-toj vrsti, a vrednost 0 u suprotnom. Prema tome, konjukcija B;
¢e imati vrednost 1 u i-toj vrsti, za koju je definisana, a vrednost 0 u svim drugim vrstama
jer ¢e imati barem jedan konjukt koji ima vrednost 0.

Sledece obezbedujemo za svaku i-tu vrstu za koju je v; = % formulu B; koja ima vrednost
% u toj vrsti i vrednost 0 u svim drugim vrstama. S obzirom da je istinitosna funkcija koju
razmatramo regularna, barem jedna od formula A; mora imati vrednost % u takvoj vrsti.

Formulu B; definiSemo na sledeéi na¢in - B; = A1 Ap, Aa A ... AL Ay, gde je Aj:
e aA; ako A; ima vrednost 1 u i-toj vrsti;
e a—pA; ako A; ima vrednost 0 u i-toj vrsti;
e A; Ap 7 A; u suprotnom.

Najzad, formiramo disjunkciju formula B; za svaku i-tu vrstu sa v; = 1 ili v; = % Ova
disjunkcija, zapravo, predstavlja funkciju definisanu u istinitosnoj tablici: disjunkcija ce
imati vrednost v; za svaku vrstu i za koje je v; = 1 ili v; = %, a vrednost 0 za svaku drugu
vrstu, Sto je i zeljeni rezultat jer je za sve druge vrste v; = 0. Osim Sto postoji jedan
specijalan slucaj - ako je vrednost funkcije 0 u svakoj vrsti, onda ta funkcija moze da se
definiSe, u L3, koristeéi aA A, 7raA; Ar As Ap, A3 Ap, ... AL Ay (ova formula uvek ima
vrednost 0). O
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3.2.9 Teorema Nijednu nereqularnu istinitosnu funkciju nije moguce definisati u Ls.

Dokaz. Svi veznici iz L3 su regularni te je nemoguce konstruisati formulu koja ima vrednost
% kada se u formulu uvrste vrednosti 1 ili 0. |

Napomenimo da se Ls moze transformisati u funkcionalno kompletni sistem dodefinisanjem
neregularnog veznika % na sledeéi nacin:

Ovaj veznik uveo je poljski logicar J.L. Slupecki 1936. godine.

3.2.1 Prosirenje logickog sistema L;

U prethodnom poglavlju napomenuto je da se veznik =1 ne moze definisati pomoé¢u ostalih
veznika, za razliku od situacije u klasi¢noj iskaznoj logici i sistemu K. 35 u kojima je to moguce.
S obzirom na to, uobicajeno je da se definise jos jedan par konjukcije i disjunkcije pomocéu
kojeg ée to biti omoguceno i u sistemu L3. Ta dva nova veznika nazivaju se “jaka” konjukcija
i "jaka” disjunkcija, obelezavaéemo ih redom & i V i definisani su na sledeéi nacin

A& B =def —‘L(A =7 —\LB), AvVDB =def - A= B.

Samim tim istinitosne tablice izgledaju redom ovako:

A&B
AB|1 5 0
1 [1 5 0
1 L 90 0
2 2
0 [0 0 O
Av B
AB[1 L 0
1 [1 1 1
S
0 [1 3 o0

Primetimo da se istinitosne tablice razlikuju od onih za (”slabu”) konjukciju i (”slabu”)
disjunkciju samo u jednom polju - polju koje se nalazi u centru table, umesto vrednosti %
imamo redom vrednosti 0 i 1.

? Jaku” konjukcijui”jaku” disjunkciju sada mozemo uzeti za bazi¢ne veznike i onda definisati
implikaciju na neki od slede¢a dva nacina:

A =5 B =def ﬁL(A&—‘LB) ili A =5 B =def —|LAVB,
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Sto je, zapravo, analogno definicijama u klasi¢noj logici.

Zahvaljujuéi ovim ”jakim” veznicima dobijamo tautologije koje predstavljaju verzije Zakona
iskljué¢enja treeg - AV—y A i Zakona neprotivre¢nosti - =, (A&—pA) u sistemu Ls.

Poput ”slabih” veznika, ”jaki” veznici zadovoljavaju pozeljine” osobine:
1. T konjukcija i disjunkcija su asocijativne;
2. T konjukcija i disjunkcija su komutativne;

3. T konjukeija i disjunkcija su neopadajuée u odnosu na oba argumenta - ako je v(A4) < v(C),
onda je

v(AANB)<v(CAB) i w(BAA)<v(BAC)
kao i
v(AVB)<v(CVvB) i w(BVA<v(BVQO));

4. 1NB=B (kaoi BA1= B);
5.0V B =B (kaoiBV0=B);

3.2.10 Napomena U slucaju beskonac¢novrednosne logike, veznici konjukcije i disjunkcije
koji zadovoljavaju 5 gorenavedenih osobina nazivaju se t-norme i t-konorme. Moze se
dokazati da t-norme i t-konorme takode zadovoljavaju i sledeée osobine (koje slede iz gore-
navedenih osobina):

6. A A B ima vrednost 0 ukoliko jedan od A i B ima vrednost 0;

7. AV B ima vrednost 1 ukoliko jedan od A i B ima vrednost 1;

3.2.2 Aksiomatizacija logickog sistema L;

Uzevsi -8 i = za baziéne veznike, Wajsberg je 1931. godine dokazao da je sledeéi aksiomatski
sistem izvodenja, koji ¢emo obelezavati sa L3 A, pouzdan i kompletan za Ls:

L3l. A= (B=A)
Ls2:(A=B)=((B=C)=(A=0))

L33 :(mA=-B)= (B=A)

7Ovih 7 osobina jedinstveno definisu konjukciju i disjunkciju u klasiénoj logici te se zato smatraju
pozeljnim u drugim logikama.

8U ovom poglavlju éemo veznike pisati bez oznaka za odgovarajuéu logiku radi preglednosti i naglageno
je da posmatramo samo sistem L3.
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Lid:(A=-A4)=A4)=A

Jedino pravilo izvodenja jeste modus ponens - M P : A’AT:}B

3.2.11 Napomena

e Aksiome L3l i L33 su analogne redom aksiomama Ax; i Azs za klasi¢nu iskaznu logiku
(definicija 2.4.7).

e Aksioma Az, se ne moze izvesti u sistemu L3 A.

e Aksiome L32 i L34 se mogu izvesti u sistemu H jer su one klasi¢ne tautologije i sistem
‘H je kompletan.

o L34 se moze preformulisati u (A = —A)V A (s obzirom da je AV B =4,y (A= B) =
B). Ova formula je usko povezana sa Zakonom iskljucenja treéeg za koji znamo od
ranije da ne vazi u Ls.

Bilo koje izvodenje u sistemu H koje ne uklju¢uje Axs jeste i izvodenje u sistemu L3 A i bilo
koje pravilo koje moze da se izvede u ‘H bez koriséenja Ax, jeste izvedeno pravilo u L3A.

Postoje izvedena pravila u H koja se mogu izvesti i u L3A, naravno zaobilazeéi Ax,, npr.
F A = A $to ¢emo i pokazati, ali najpre treba da izvedemo nekoliko pomoénih pravila.

3.2.12 Lema - -A = (A= B)

Dokaz. Korake dokaznog niza ¢emo pisati vertikalno zajedno sa rednim brojem koraka i sa
obrazlozenjem zasto je taj korak moguce uciniti:

1o 9 A = (B = 1A e L3l
2. (FB = 7A) = (A =5 B) oo L33
3. (A= (-B=-4)=({((-B=-A)=(A=B))= (A= (A= B))) ... L32
4. (B=-A4)= (A= DB)) = (A= (A= B)) et MP 1.3.
5. TA = (A= B oo MP 2.4.

O

Sledece pravilo, tzv. hipoteticki silogizam, ¢esto ¢emo koristiti u narednim dokazima te ga
zato isticemo:

HS Iz A= Bi B = C seizvodi zakljucak A = C.

Dokazuje se trivijalno primenjujuéi pravilo MP dva puta uzastopno na aksiomu L32.

3.2.13 Lema
1.)F——A=A

2)FA= A
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Dokaz.
1.)
1974 = (FA = A(A = 2A)) e lema 3.2.12
2. (A= (A=7A) = (A= 7A) = A) L33
3. 1A= (A= 14) = A HS 1.2.
4 (A= 7A) = A) = A oo L34
D T S A HS 3.4
2.)
1o 2 A = mA lema 3.2.13 1.)
2 (ﬁﬁﬁA = ﬁA) = (A = ﬁﬁA) .................................................................................. L33
B A D e MP 1.2.
O
Sada trivijalno dokazujemo prethodno spomenuto pravilo - A = A u narednoj lemi.
3.2.14 Lemak A= A
Dokaz.
Lo A = a1 lema 3.2.13 2.)
2. A = Al lema 3.2.13 1.)
B A = A e HS 1.2.
O
3.2.15 Lema A= B,-BF -4
DOKAZ. 1. A = Bt hipoteza
D Y = SO PO UPPPPPPTR hipoteza
B A = A lema 3.2.13 1.)
4. (7mA=A)= ((A=B) = (774 = B)) et L32
5. (A= B) = (7714 = B)ueiiiiiieeee e MP 3.4.
B. 1A =3 Bt e et e e tbae e MP 1.5
T B = mB e lema 3.2.13 2.)
B 1A S B et a e e HS 6.7.
9. (77 A = 77B) = (B = A e L33
10. 5B = 1A e MP 8.9
L et e e MP 2.10.
O

Isticemo jo$ jedno izvedeno pravilo, koje ¢e nam biti korisno u dokazima koji slede, tzv.
kontrapoziciju:

CON? Iz —A = =B se izvodi zakljucak B = A.
Dokazuje se trivijalno primenjujuéi pravilo MP na aksiomu L33.

3.2.16 Lema - (A= A)=B)=1B

9engl. contraposition
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Dokaz. 1. (A= A)= ((B="B) = (A=A)) oo L3l
2 A S A e lema 3.2.14
3. (B=71B) = (A= A) o MP 2.1.
4. (B=-B)=(A=A4)=((A=A)=B)=((B="B) = B)) ccccecerecrerrenur.. L32
5. (A= A) = B) = ((B= B) = Bttt MP 3.4.
B. ((B=1B) = B) = B oo L34
7. (A= A) = B) = B oo HS 5.6.

O

Koristedi prethodno dokazanu lemu, mozemo dokazati da vazi A = (AV B) i to ¢emo uciniti
tako §to éemo preformulisati posmatranu formulu znajuéi definiciju veznika V: A = ((A =
B) = B). Primetimo da je A = (B V A) instanca aksiome Ls31.

3.2.17 Lema - A= (A= B) = B)

Dokaz. 1. A= ((A = A) = A) oo L3l
2 (A=A)=A)=(A=B)= (A= 4) = B)) sttt L32
3. A= ((A=B) = ((A=A) = B)) oot HS 1.2.
4. (A= B)= (A=A =B)= (A=A = B)=B)= (A= B) = B))
....................................................................................................................................... L2
5 A= (((A=A)=B)=B) = ((A= B) = B)) wccceoeeerreeereeeeeeeeeeeee, HS 3.4.
6. ((A=A) = B) = B oot lema 3.2.16
7. (A=A)=B)=B)=(A=A)= (A= A)=B) = B)) ccccvereerrercreeren. L3l
8. (A=A)= (A= A) = B) = B)eeoeeiiiieeieeteeeeeee e MP 6.7.
9. (A=4)=(((A=4)=B)=B8B)=(((W=A) =B)=B)= (A= B) =
B)) = ((A=A) = (A= B) = B)))eieoeeriieee ettt L32
10. ((A=A) = B)=B)= ((A=B)=B)= (4= A4 = (A= B) = B))
................................................................................................................................. MP 8.9.
11. A= (A= A) = ((A=B) = B)) oottt HS 5.10.
12. (A= A)=(A=B)=B))=((A=B) = B) oo lema 3.2.16
13 A= ((A =2 B) = B) i HS 11.12.
O

Dokazimo sada da vazi (AA B) = A koristeéi prethodnu teoremu, ali najpre preformulisimo
posmatranu formulu znajuéi definiciju veznika A: =((—-4A = -B) = -B) = A.

3.2.18 Lema ﬁ((ﬁA = ﬁB) = ﬁB) FA

Dokaz. 1. =((1A = 7B) = 1B ittt hipoteza
2. A = ((FA = 7B) = 7B i lema 3.2.17
3. (A= -B)=-B)="((nA= "B) = 7B) oottt lema 3.2.13 2.)
4. mA = (1A = TB) = 0B e HS 2.3.
5. 9((FA = 7B) = mB) = A e CON 4.
B A MP 1.5.

O

Koristeéi takode lemu 3.2.17 dokazujemo slede¢u lemu.

3.2.19 Lemat (A= (B=C))= (B= (A= 0))
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Dokaz. 1. (A= (B=0C)= ((B=C)=C)=(A=0C)) vt L2
2. B= (B =0) = O ettt lema 3.2.17
3. B=((B=0)=0C)=((B=0)=0)=(A=0)=(B=(A=0)))....... L32
4. ((B=2C)=C0)=(A=0C)=(B=(A=0C)) it MP 2.3.
5. (A= (B=0C)) = (B=(A=0)) oot HS 1.4.

O

Sada ¢emo izvesti jedno opste i korisno pravilo tzv. supstituciju:

3.2.20 Lema (SUB'?) Iz pretpostavke da vaze formule A = B, B = A i formula C koja
sadrzi formulu A kao potformulu, sledi da vazi bilo koja formula C* koja je rezultat zamene
jednog ili vise pojavljivanja formule A u C formulom B.

Kako bismo izveli pravilo SUB pokaza¢emo da ako mozemo izvesti formule A = Bi B = A,
onda, imajuéi bilo koju formulu C koja sadrzi formulu A, mozemo izvesti i formule C' = C+
i CT = C, gde je formula C* identi¢na sa C samo §to je jedno pojavljivanje formule A za-
menjeno formulom B. Iz ovoga ¢e slediti da, ako mozemo da izvedemo formulu C, mozemo
izvesti i formulu C* koristeéi pravilo MP (i obratno). Stavise, onda mozemo zameniti i vise
od jednog pojavljivanja formule A u C' formulom B da dobijemo bilo koju formulu C* i to
zamenjujuéi jedno po jedno pojavljivanje, a time ¢emo upravo i dokazati pravilo SUB.

Pokazaéemo kako se izvode formule C' = CT i C* = C, tako $to ¢emo pokazati kako se
izvode sve "vece” i "vece” formule.

Pretpostavka o izvodivosti formula A = B i B = A je data u tvrdenju pravila SUB. Prime-
timo da za svaki par formula Dy = Dy i Dy = D; u listi uparenih formula, naredni par
formula E; = Fs i E» = E; ima D; kao komponentu'! od E;, a Fs je rezultat zamene
jednog pojavljivanja Dy u E; formulom Ds. Imajuéi u vidu ovaj generalni obrazac za do-
bijanje trazene formule, preostaje nam samo da pokazemo da, imajuéi bilo koje formule
Dy = Dy i Dy = Dq, postoji nacin da se izvedu formule E; = FE5 i Ey = FE4, gde je D
komponenta od Fq, a Fy je rezultat zamene jednog pojavljivanja Dy u E; formulom Ds.

Postoje tri slucaja:

1. slucaj: F; je D1 = F, za neku formulu F i F3 je Dy = F. Izvedimo formulu Fs = F;
tj. (D= F)= (D= F):

DOKAZ. N, D1 = Do hipoteza
n+1. (Dl = DQ) = ((DQ = F) = (Dl = F)) .............................................................. L2
N4+2. (Do = F) = (D1 = F)eteriiiiit ot MP n. n+1.

E, = E5 odnosno (D; = F) = (D; = F) se slicno izvodi pretpostavljajuéi da vazi
Dy = Dq.

Oengl. substitution
11y smislu da je E7 dobijeno dodavsi negaciju ispred Dp ili da je dobijeno povezavsi Di sa drugim
formulama pomoc¢u nekog od binarnih veznika
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O

2. slucaj: E; je F = Dy, za neku formulu F i E5 je F = Ds,. Izvedimo formulu F; = FEy
tj. (F = D1)= (F = Dy):

DOKAZ. N. D1 = Dottt hipoteza
n+1. (F = Dl) = ((Dl = Dg) = (F = Dg)) ............................................................ L32
n+2. (F = D1) = (D1 = D2) = (F= D))= (D1=D2)= (F=D;)= (F=
D3] ) )t lema 3.2.19
n-+3. (Dl = DQ) = ((F = Dl) = (F = Dg)) ............................................ MP n+1. n+2.
N4, (F= D7) = (F = Da)eeeriiiiit et MP n. n+3.

E; = E; odnosno (F = D3) = (F = D) se slicno izvodi pretpostavljajuéi da vazi
Dy = Dq.

O
3. slucaj: Ey je =Dy i E5 je = Ds. Izvedimo formulu Es = E; tj. =Dy = —Dq:
DOKAZ. 1. D1 =5 Do hipoteza
N1 D7 = Do lema 3.2.13 1.)
NF2. D1 = Do s HS n+1. n.
NH3. Do = 1D g e lema 3.2.13 2.)
n-+4. _|_\D1 = _|_‘.D2 .................................................................................... HS n+2. n+3.
DD, T =5 1D i CON n-+4.
FE, = E5 odnosno =D = —Ds se slitno izvodi pretpostavljajuéi da vazi Dy = D;.

O

Sa ovim smo u potpunosti opravdali pravilo SUB, s obzirom na to da ove korake mozemo
koristiti za popunjavanje bilo kog dokaza koristeé¢i to izvedeno pravilo, zamenjujuéi jedno
pojavljivanje formule A formulom B u sukcesivno ”veéim” formulama i ponavljajuéi postu-
pak (ukoliko je neophodno) za zamenu dodatnih pojavljivanja formule A formulom B.

Pratec¢i korake prethodnog dokaza, izvodi se sledeée pravilo tzv. modus tollens:

3.2.21 Lema (MT) -A,B= A+ -B

DOKAZ. 1. 1A e e hipoteza
2 B o A hipoteza
3. B = B lema 3.2.13 1.)
Ao B = A HS 3. 2.
5. A = e lema 3.2.13 2.)
B. 1B D A e a s HS 4. 5.
T T =5 1B a e e e e e e e e e e e aaaaaaaaaaas CON 6
T > S PP U PPPRRURPPPPPN MP 1.7
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Kao posebno znacajne specijalne slucajeve pravila SUB izdvajamo:

e DN (dupla negacija): 1z bilo koje formule C' koja sadrzi formulu A, sledi bilo koja for-
mula C* koja je rezultat zamene jednog ili vise pojavljivanja formule A u C' formulom
——A i obratno (sledi na osnovu leme 3.2.13).

e TRAN (transpozicija): Iz bilo koje formule C koja sadrzi A = (B = D) kao potfor-
mulu sledi bilo koja formula C* koja je rezultat zamene jednog ili vise pojavljivanja
formule A = (B = D) u C formulom B = (A = D) (sledi na osnovu leme 3.2.19).

e GCON'2 (generalizovana kontrapozicija): 1z bilo koje formule C koja sadrzi A = B
kao potformulu sledi bilo koja formula C* koja je rezultat zamene jednog ili vise
pojavljivanja formule A = B u C formulom —B = —A i obratno. (Sledi na osnovu
aksiome L33 i ¢injenice da je formula oblika (A = B) = (-B = —A) teorema u L3A
(na (——A = ——B) = (=B = —A), §to je instanca aksiome L33, primenjujemo pravilo
DN dva puta)).

Dokazimo sada koriste¢i pravilo DN lemu koja ¢e nam biti od koristi kasnije:

3.2.22 Lema - -(A= B)= A

Dokaz. 1. 24 = (A =0 B)uiooiiiiiii et lema 3.2.12
274 = T =0 B et DN 1.
3. (A= B) = A CON 2.

O

Sada ¢emo predstaviti dva pravila koja generalizuju prethodna pravila. Koristi¢emo notaciju
(A1 = (Ay = (A3 = ... = (Ap—1 = Ay).....) za oznacavanje kondicionala u kojem je svaki
konsekvent, osim mozda A,,, i sam kondicional.

Prvo pravilo je generalizovani hipoteticki silogizam:

3.2.23 Lema (GHS) Iz (A1 = (A3 = (43 = ... = (Ap-1 = Ap).....) i Ay = B sledi
(A1 = (A= (A3 = ... = (Ap_1 = B).....).

Dokaz. Najpre dokazimo da je tvrdenje ta¢no za n = 3 tj. da je tacno da iz A; = (4 =
Ag) i A3 = Bsledi A = (AQ = B)

1o AT = (Ao =0 A3 e hipoteza
2. A = Bl s hipoteza
3. (A2 = A3) = ((A3 = B) = (AQ = B)) .................................................................... L32
4. (A3 = B) = (A2 = A3) = (A2 = B)) ittt TRAN 3.
5. (A2 = Ag) = (AQ = B) ....................................................................................... MP 2.4.
6. Al = (AQ = B) ..................................................................................................... HS 1.5.

Za n = 4, izvodenje pocinje ovako:

12engl. generalized contraposition
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A1 = (A2 = (A3 2 AL)) oo hipoteza
AL =2 B o e e ens hipoteza
A3 = A4) = ((A4 = B) = (A3 = B)) .................................................................... L32
Ay = B) = ((A3 = A1) = (A3 = B))eeeeeiiiiiieeieiieeeeeee e TRAN 3.
Ag = As) = (A3 = B) e MP 2.4.

TUR LN
N N TN

Formule iz 1. i 5. koraka dokaza su instance prvih dveju formula iz prethodnog izvodenja
sa A3 = A, umesto Az i A3 = B umesto B tako da se koraci 3-6. prethodnog izvodenja
primenjuju ovde i dobijamo:

9. A1 = (Ag = (Ag = B))

Svaki naredni slucaj sledi iz njemu prethodnog sluc¢aja na analogan nacin. Dakle, za
proizvoljno n > 3 izvodenje pocinje sa:

1. (4= (A= (A3 = ... = (A1 = Ap) ) hipoteza
2 A = B e e e e aaaaas hipoteza
3. (A1 = 40) = (A = B) = (An—1 = B)) et L2
4. (A= B)= ((An—1= 45) = (A1 = B)) oot TRAN 3.
5. (An—1 = A0) = (An1 = Bt MP 2.4.

Formule iz 1. i 5. koraka dokaza su instance prvih dveju formula (4; = (4; = (43 =
..... = (Ap—2 = An_1)....) 1 Ap—1 = B za izvodenje slucaja n — 1 sa 4,1 = A, umesto
A,_11A,_1 = Bumesto B, tako da ¢ée koraci iz slucaja za n — 1 dati:

k. (4= (4= (435=> ... = (Ap—1 = B).....) O

Drugo pravilo je generalizovani modus ponens:

3.2.24 Lema (GMP) Iz (A1 = (A = (43 = ... = (An—1 = Ay).....) i proizvoljnog
antecedenta A;, 1 < i <n-—1, sledi kondicional koji je rezultat brisanja A;, kondicional koji
sledi nakon A; 1 pridruZene zagrade.

Dokaz. Ponavljajuéi primenu pravila TRAN antecedenti Ay, As, ....., A,,_1 mogu se proiz-
voljno permutovati. Prema tome, antecedent A; moze biti pomeren na pocetak formule, a
da pritom raspored ostalih antecedenata ostane nepromenjen. Kada to bude uc¢injeno, jedna
primena pravila MP dac¢e nam trazenu formulu u kojoj je uklonjen A;. O

U klasi¢noj logici zakljucivanje oblika

A=B,-A=B
B

je ispravno i odgovarajuce izvedeno pravilo se naziva konstruktivna dilema, medutim ovo
zakljucivanje nije ispravno u L3. No, zakljucivanje oblika
A=B,(A=>-A)=B
B

jeste ispravno u L3 i odgovarajuce izvedeno pravilo se naziva modifikovana konstruktivna
dilema.
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3.2.25 Lema (MCD'*) A= B,(A= —-A)= B+ B.

DOKAZ. 1. A = B hipoteza
2. (A = 214) 25 Bl hipoteza
3. (A= B)= ((B=74) = (A= 714)) e L32
4. (B = 1A) = (A= 5A) e MP 1.3.
B. (B = 1A) = B HS 4.2.
6. (B="B)= ((-B=74) = (B=7A4)) e L32
7. (-B=-A4)= ((B="B) = (B="74)) et TRAN 6.
B T = 1A e GCON 1
9. (B=2B) = (B = 21A) oo MP 8.7.
10. (B = 71B) =5 B HS 9.5.
11. (B =2 1B) = B) = Bt L34
120 Bl e e e e e e e MP 10. 11
O

Sa druge strane, izvedeno pravilo klasi¢ne logike disjunktioni silogizam jeste izvodivo u L3 A:
3.2.26 Lema (DS) AVB,A=C,B=CFC.
Dokaz. (Koristimo definiciju veznika V: AV B = (A = B) = B)

1o (A= B) =5 Bttt hipoteza

A B N hipoteza

3o B =3 e hipoteza

4. T(A = B) = A lema 3.2.22

5. (A= B) = Gl HS 4.2
6. (7(A=B)="7B)= (B = (A= B)) et L33

7. (A= B)=B) = ("B = (A= B)) oottt DN 6. (dva puta)
8. ((A=B) = B) = (7B = A) et GHS 4.7.
9. ("B=A)= (A= 74) = (7B = 74)) it L32
10. (5B = 714) = (A = B) oo L33
11. (- B=A4)= (A= 24) = (A= B)) et GHS 9.10.
12. (A= B)=(((A=B)=="(A=DB)) = (A= B))iiriererreereeeernrn. lema 3.2.17
13. @ B=A4)= (A=-4) = (A= B)= (A= B)) = ~(A= B))).... GHS 11.12.
4. (- B=A4)= (A=-4) = ((A=B)=-(A=B))=0C)) e GHS 5.13.
15. (A=B)=B)=(A=-4) = ((A=B)=-(A=DB))=0C)).cecee.... HS 8.14.
16. (A=B)=B)=((A=B)=-(A=B))=(A=-4)=0C))...... TRAN 15.
17. (A= B)=-(A=DB))= ((A=B)=B)= (A=-4)=C)).ece... TRAN 16.
18. ((A=B)=-(A=DB))=(A=-4) = ((A=B)=B)=0C)).ccc..... TRAN 17.
19. (A= B)= (((A=B) = B) = Bttt lema 3.2.17
20. (A= B)= ((A=B) = B) = C)eeeoieieiiiieeeiieet e GHS 3.19.
2. ((A=B)=B)=C)=(A=-4)=(((A=B)=B)=0C)) e Lj1
2. (A=B)=((A=-4)=((A=B)=B) =) rverirreirieereeces HS 20.21.
23. (A= -4)= ((A=B) = B) = ) oot MCD 18.22.
24. C = (((A=B) = B) = 0 ettt L3l

13engl. modified constructive dilemma
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25. A= (A= B) = B) = C) oottt HS 2.24.
26. ((A=B) = B) = Clieeiieeeee et MCD 25.23.
2T Ol e MP 1.26.

O

Usput smo tokom izvodenja (od 2. do 26. koraka) ovog pravila izveli i sledeée pravilo:
3.2.27 Lema (DC**) A= C,B=C}+ (AVB)=C.

Kao posledicu ovog pravila imamo i:

3.2.28 Lema - (AV B) = (BV A)

Dokaz. Najpre preformulisimo formulu koristeéi definiciju veznika V: ((A = B) = B) =
(B=A)=A).

1o A= ((B=A) = A e L3l
2. B=> ((B =2 A) = A) oo lema 3.2.17
B((A=B)=B)= ((B=A) = A) et DC 1.2.

O

3.2.29 Lema - (A= B)V (B= A)

Dokaz. Najpre preformulisimo formulu koristeéi definiciju veznika V: ((A = B) = (B =
A)) = (B=A).

1. (A=B)=(B=A)=(((B=A)=A)=(A=B)=A)) e, L32
2. (A=B)=B)= ((B=A) = A) i lema 3.2.28
3. (B=A)=A)= ((A=B) = B)roteeeree ittt lema 3.2.28
4. (A=B)=(B=A4)=((A=B)=B)=(A=B)=A))ren. SUB 1.2.3.
5. ((A=B)= (B=A4)=((A=B)=B)= ((A=B)=A4) = (A= B) =
B)=((A=B)=A)=(B=(A=DB)=(B=A4))=((A=B)=(B=4) =
(B=(A=B))= (B ="A)))) oottt L2
6. ((A=B)=B)=(A=B)=A4)=(B=A=DB)=B=4))= (4=
B)=(B=A)=(B=(A=DB))=(B=4)))ieemtriteseerieereeencens MP 4.5

7. (@-B=-(A=B)=(-A=-(A=DB))=((-B=-(A=DB))= (A= (4=
B)) )t lema 3.2.14
8. (@WB=-(A=DB)=(-A=-(A=B))= (A= (-B=-(A=B))=-(A=>
023 RSP OPR TRAN 7.
9. (-B=-(A=B))= (A= B))= ((-(A= B) = -B) = =B).ccceeueen... lema 3.2.28
10. (B = (A= B)) = (A= (A= DB)) = (4= (-(A=B)= -B) =
T1) ) e GHS 8.9.
11. (#-B= (A= B)) = (A= (A= B))) = (~(4A=B)=-B)= (4=
T ) ettt e b ettt ettt e TRAN 10.
12. (A=B)=B)=(A=B)=A)=(B=(A=DB)=(B=A4)) .

.......................................................................................................... GCON 11. (Cetiri puta)
13. (A=B)=(B=A4)=(B=(A=DB)=(B=A4)) . HS 4.12.

Mengl. disjunctive consequence
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4. (B=(A=B))=(A=B)=(B=A4)=(B=A)) cceiverireeecrr. TRAN 13.
15, B =5 (A =5 B L3l
16. (A= B)=(B=A)) = (B="A) ittt MP 14.15.

O

Slicno kao za sistem H (L3 A je i pouzdan i kompletan za L3 i takode konstrukcijom istini-
tosne tablice za proizvoljnu formulu F' mozemo proveriti da i je F' tautologija) dobijamo
slede¢u teoremu:

3.2.30 Teorema Sistem L3 A je odluciv.

Teorema dedukcije za klasi¢nu logiku, metateorema koja tvrdi da je A = B teorema akko
B moze da se izvede iz A, NE VAZI za LsA. Taéno je da ako je A = B teorema, onda B
moze da se izvede iz A (na osnovu pravila MP), ali drugi smer teoreme ne vazi. S obzirom
da je sistem L3 A pouzdan i kompletan, drugi smer ekvivalentan je sa: ako je B tacno kad
god je i A, onda je A = B tautologija. Ovo ne vazi i jedan kontraprimer je: kad god je
AN(A= B)AN (A= (B=())) tatno i C je tatno, ali (AN (A= B)AN(A= (B=
()))) = C nije tautologija u Ls3. No, sledeca teorema vazi u L3A:

3.2.31 Teorema (Modifikovana teorema dedukcije) B je izvodivo iz A u LsA akko je
A= (A= B)
teorema u L3A.

Vratimo se sada na prethodni kontraprimer. Posto imamo kompletnost, znamo da je C'
izvodivo iz AN ((A = B) AN (A = (B = ())) u L3A, tako da, na osnovu Modifikovane
teoreme dedukcije, sledi da je (AA (A= B)A(A= (B=C(C)))) = (AN(A=B)AN(A=
(B=()))) = C) teorema.

3.3 Algebarska tacka gledista

U ovom delu nam je cilj da trovalentne logicke sisteme ”osetimo” u algebarskom smislu.
Prirodno, interesuje nas koje to algebarske strukture karakteriSsu operacije trovalentnih
logickih sistema?

Usmeri¢emo paznju na algebru indukovanu Lukasiewiczevom ”slabom” disjunkcijom i ”sla-
bom” konjukcijom (samim tim i Kleenejevim ”jakim” operacijama). U pitanju je distribu-
tivna mreza u kojoj, analogno slucaju klasi¢ne logike, 0 i 1 igraju, redom, uloge nule i
jedini¢nog elementa i V i A igraju, redom, uloge operacije unije i preseka.

O kojim to onda algebarskim svojstvima govorimo? Pre svega, ta struktura, po definiciji,
ispunjava dolenavedena prva cetiri uslova jer je mreza, peti uslov jer je i distributivna, a
Sesti uslov zbog postojanja nule i jedini¢nog elementa:

e l)zUy=yUzizNy=yNz (komutativnost)
e 2) zU(yUz) = (zUy)UzizN(yNz)=(zNy)Nz (asocijativnost)

e 3)zUx=zizNz==x (idempotentnost)
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e 4)zU(zNy)=zizN(zUy)=2a (apsorpcija)
e5)zU(yNz)=(zUy)N(zUz)iazNn(yUz)=(xNy)U(zNz) (distributivnost)
e 6.)zU0=zxizNl==x (neutralni elementi za uniju i presek)

Tu mrezu éemo oznacavati sa LK LS.

3.3.1 Napomena Dodeljujué¢i Lukasiewicz-Kleene negaciji ulogu operacije komplemen-
tarnosti (') u mrezi LK L, dobijamo strukturu koja ipak nije Bulova algebra (gorenavedenih

6 uslova + uslov komplementarnosti) jer uslov komplementarnosti tj.
Uz =1liznNa’ =0

nije ispunjen:

i3n

; -1 e lyl—=1
ako jex = 5, ondaje U35 =3

Zapravo, ova situacija ne bi trebalo da bude iznenadujuca jer x Uz’ = 1 u algebarskom
smislu predstavlja Zakon iskljucenja treéeg, koji ne vazi ni u Lz ni u K3. Stavise, da bi
x Uz’ = 1 bilo ispunjeno u LKL trebalo bi da se definise %/ =110 =1, jer bi taj uslov
zahtevao da bude max(%, %I) =11maz(0,0") =1, a da bi zNz’ =0 bilo ispunjeno u LKL

trebalo bi da se definige %/ =01il =0. S obzirom na to da ne moZe biti i %/ =1i %/ =0,

sledi da je nemoguce definisati Bulovu operaciju komplementarnosti za mrezu LK L.

Lukasiewicz-Kleene negacija predstavlja primer ortokomplementarne operacije. Algebarski
ortokomplement je unarna operacija ' koja ispunjava sledece uslove:

1)0'=1,1=0i
2.) 2" = z, za svako x iz domena.

Normalnost Lukasiewicz-Kleene negacije implicira uslov 1.), a uslov 2.) predstavlja, u alge-
barskom smislu, Zakon dvojne negacije.

Algebarsku strukturu koju dobijamo dodajuéi Lukasiewicz-Kleene negaciju mrezi LKL obele-
zava¢emo sa LKL'.

3.3.2 Definicija De Morganova algebra je distributivna mreZa koja ima nulu i jedinicni
element, ortokomplement koji ispunjava gorenavedene uslove 1.) i 2.) i De Morgane uslove

(zUy) =2'Nny i (xNy) =2"Uy.

Jednostavno se utvrduje da je LK L' De Morganova algebra. Vazi jos vise - LKL’ je Kleene-
jeva algebra koja se definiSe na sledeéi nacin:

3.3.3 Definicija Kleenejeva algebra je De Morganova algebra koja ispunjava sledeci uslov

zNz' <yUy', zasvako z iy iz domena, gdeje x<y=ggrNy==z.

5engl. Lukasiewicz-Kleene lattice
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U LKL jeste ispunjeno min(z,1 — x) < maz(y,1 — y) jer za bilo koje = € {0, 3,

da je min(x,1 — z) < § i za bilo koje y imamo da je 1 < maz(y,1—y).

1} imamo

Sledece sto nas interesuje jeste situacija sa operacijom implikacije. U slucaju klasi¢ne logike,
Bulova algebarska operacija implikacije se definise ovako:

r=y=1 akko 2x<y, gdeje x<ly=g4rrnNy=cz.

Prema tome, interesuje nas da li Lukasiewiczeva odnosno Kleenejeva operacija implikacije
takode ispunjava ovaj uslov. Dakle, treba da bude na osnovu definicije za <,

r=y=1 akko zNy=ux,
tj. u slucaju strukture LKL’ taj uslov dobija sledeéi oblik
x=y=1 akko min(z,y) ==z.

Ovo jeste zadovoljeno u slucaju Lukasiewiczeve operacije implikacije, dok za Kleenejevu op-
eraciju implikacije ovo nije zadovoljeno. Medutim, ukoliko imamo domen koji sadrzi vise od
dva elementa, taj uslov nam ne govori kada ¢e biti ispunjeno x = y = 0 i zato ne utvrduje
kada Lukasiewiczev kondicional uzima vrednost %, a kada vrednost 0. No, ovo ne treba da
nas brine, jer ¢e u 5. glavi biti predstavljena druga algebarska struktura (MV-ALGEBRA)
koja odgovara Lukasiewiczevom viSevrednosnom logickom sistemu.

S druge strane, Kleenejeva operacija implikacije moze se definisati za Kleenejeve algebre na
ocigledan nacin:

T =g Y =def & Uy.

Imamo rezultat u vezi sa odnosom logickog sistema K3 i Kleenejeve algebre analogan rezul-
tatu u vezi odnosa klasi¢ne iskazne logike i Bulove algebre.

Koris¢enje trovalentne Kleenejeve algebre za interpretiranje formula iskazne logike dodeljujuéi
jedinicu, nulu ili treéi element svakoj od atomicénih formula i koristeéi operacije unije, preseka
i ortokomplementa za definisanje, redom, disjunkcije, konjukcije i negacije, nazivamo alge-
barskom interpretacijom u odnosu na tu Kleenejevu algebru i skup svih takvih interpretacija
semantikom u odnosu na tu Kleenejevu algebru.

Sledeéa teorema nam govori da aksiome Kleenejeve algebre forsiraju K3 istinitosne tablice.

3.3.4 Teorema Svaka trovalentna Kleenejeva algebra KA =< {nula, jedinica, drugo}, U, N,
" nula, jedinica > generide sledele istinitosne tablice pri dodeljivanju nule, jedinice i drugog
svakoj od atomicnih formula iskazne logike kada U, N i’ respektivno, definisu operacije dis-
Junkcije, konjukcije i negacije (pisacemo n, j i d umesto nule, jedinice i drugog):

A|-A
j n
d| d
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AANB
AB|j d n
J j d n
d d d n
n n on on

AV B
AAB|j d n
VI R
d |j d d
n j d n

Posto u sistemu Kgf ne postoje tautologije sledi da nijedna formula iskazne logike nije tau-
tologija nijedne trovalentne Kleenejeve algebre (napomenimo da je tautologija u algebarskom
smislu formula koja uzima vrednost 1 u svakoj algebarskoj interpretaciji u odnosu na tu al-
gebru).



Glava 4

Lukasiewiczeve logike L,, L

4.1 Definicije

Ponovimo ranije napisano (u drugoj glavi): u sluc¢aju beskonatno mnogo istinitosnih vred-
nosti, obi¢no se za skup istinitosnih vrednosti razmatraju sledeéi prebrojiv skup i neprebrojiv
skup:

Wo={reQ|0<z<1}1iliW,={reR|0<z<1]},
a u sluc¢aju kona¢no mnogo istinitosnih vrednosti sledeéi skup:
Wn:{% | 0 <k <n-—1}, za neki ceo broj n > 2.

Prema tome, karakteristi¢cne matrice Lukasiewiczevih iskaznih sistema L, ,v = 0, 3,4, 5, ....., 00,
su oblika

MLV = (Wu» {1}7 ) :>)

U vezi odnosa skupova tautologija razli¢itih Lukasiewiczevih logi¢kih sistema imamo sledeéi
interesantan rezultat (u kojem se koristi oznaka taut, za skup tautologija logickog sistema
L,):

4.1.1 Teorema Za svako m,n € N,m,n > 2 vaZi:

1.) taut,, C taut, akko W, O W, ;

2.) tauty, C taut, akko (n —1)|(m —1);
3.) taut,y, € taut,41 1 taut,po € taut,41;
4.) taute, = (Nor_s taut,y,;

5.) tauts, = tauty.

1 Prilikom razvijanja koncepta beskonaénovrednosne logike, Lukasiewicz je, zapravo, razmatrao skup svih
racionalnih brojeva iz [0,1] za istinitosne vrednosti, a ne realne brojeve iz [0,1]. Medutim, ispostavilo se da
je skup tautologija dobijenih prilikom restrikovanja skupa istinitosnih vrednosti na samo racionalne brojeve
iz [0,1] identi¢an skupu tautologija kada se realni brojevi iz [0,1] uzimaju za istinitosne vrednosti - ovo se
tvrdi u 5. stavci teoreme 4.1.1.

40
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Dakle, dovoljno je posmatrati samo jedan beskonacan Lukasiewiczev logicki sistem. Najcescée
se posmatra sistem L., koji ¢emo upravo i mi u nastavku izucavati.

Valuacija u Lo je svako preslikavanje 7 : X — W, gde je X skup iskaznih promenljivih.
Ako p € X, onda za 7(p) kazZemo da je vrednost te iskazne promenljive u valuaciji 7.
Interpretacija iskaznih formula za datu valuaciju 7 jeste preslikavanje v, : Form — Wy
koje je definisano na sledeéi nacin - ako je p iskazna promenljiva iz X, A i B iskazne formule,
onda je:

e v, (—A)=1-0v,(A)
e v (AN B) =min(v;(A), v:(B));
e v.(AV B) = maz(v,(A),v,(B));
A= B)=min(1,1 —v;(A) + v, (B));
(4) +

e v, (A& B)=min(1,1 — v, (A) +v-(B),1 — v, (B) + v, (4));
+(A&B) = max(0,v,(A) + v, (B) — 1);

+(AVB) = min(1,v,(A) + v, (B)).

<

(=
(
(
o v (
(
(
(

<

Za v, (A) kazemo da je vrednost formule u valuaciji 7 odnosno interpretaciji v,. Ukoliko
je v (A) = 1, kazemo da je formula A u toj valuaciji, odnosno interpretaciji, tac¢na, a ukoliko
je v-(A) = 0 da je netacna.

4.1.2 Primeri

e Formula A = A je tautologija (kao §to jeste i u L3) jer je min(1,1—v,(A)+v,(A)) =1
bez obzira na to koliko iznosi v, (A);

e Formula AV—A je tautologija jer je min(1l,v,(A) +1—v,(4)) = min(1,1) =1;

e Formula —(A&—-A) je tautologija jer je 1 — maz(0,v-(A) +1 - v (A) —1) =1 —
max(0,0) =1

e Formula A V —A ima vrednost najmanje % (ima upravo vrednost % 5 kada A uzima

vrednost 1) i isto vazi za formulu —(A4 A —A);

Dakle, Zakon iskljucenja treceg i Zakon neprotivrec¢nosti vaze ukoliko ih formuliSemo pomoc¢u
”jakih” veznika, ali ne vaze ukoliko ih formuliSemo pomoc¢u ”slabih” veznika.

Svi semanticki rezultati o sistemu L3, osim onih koji se ti¢u definabilnosti, prenose se na
sistem L, kada uzimamo ”slabu” disjunkciju i ”slabu” konjukciju za operacije disjunkcije i
konjukcije.

Najpre, posto je sistem L., normalan (normalnost se definiSe analogno kao za trovalentne
logicke sisteme), kao i u slu¢aju sistema L3, imamo sledeéu teoremu.

4.1.3 Teorema Svaka formula koja je tautologija v Lo je takode tautologija u klasicnoj
logict i svaka formula koja je kontradikcija w Lo je takode kontradikcija u klasicnoj logici.
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4.1.4 Napomena Nije svaka formula koja je tautologija u klasi¢noj logici, tautologija i
u Lo, i nije svaka formula koja je kontradikcija u klasi¢noj logici, kontradikcija i u L.
Primeri su analogni onim koji su dati za L3z u napomeni 3.2.3.

S obzirom da Lema normalnosti vazi i za L, (Lema normalnosti se formuliSe analogno kao
za trovalentne logicke sisteme), imamo, kao §to smo imali za sisteme K5 i L3 takode, slede¢u
teoremu.

4.1.5 Teorema Ako je ¥ =1 F, onda je ¥ = F (tj. svaka logicka posledica u Lo je
takode logicka posledica u klasiénoj iskaznoj logici).

4.1.6 Napomena Kontraprimer za suprotan smer prethodne teoreme analogan je odgo-
varajuéem u K3 - primeru 3.1.6.

Posto su ”jaka” konjukcija i ”jaka” disjunkcija normalni veznici, prethodne dve teoreme vaze
i kada njih zamenimo sa klasi¢nim veznicima. Kontraprimeri, u ovom slu¢aju, za suprotne
smerove ovih dveju teorema su sledeci:

o A= (A&A) i (AVA) = A nisu tautologije u Loo, dok A = (ANA)i(AVA) = A
jesu tautologije u klasi¢noj logici.

e Argument

AVA
A

nije ispravan u L., (kada A ima vrednost %, premisa argumenta ima vrednost 1, dok
zakljucak ima vrednost %), a argument

AVA
A

jeste klasi¢no ispravan.

S obzirom na to da je svaka istinitosna funkcija u L3 takode istinitosna funkcija u Lo,
imamo i sledece:

4.1.7 Teorema Svaka formula koja je tautologija u L, je takode tautologija u L3 i svaka
formula koja je kontradikcija u Lo je takode kontradikcija w Ls.>

4.1.8 Napomena Nije svaka formula koja je tautologija u L3, tautologija i u L., i nije

svaka formula koja je kontradikcija u Lg, kontradikcija i u Lo,. Npr. formula ((A = —A) =

A) = A je tautologija u Ls, ali nije tautologija u L, (kada A uzima vrednost 1—70, vrednost

formule je takode ).

2Primetimo da ne mozemo zameniti 7jak” veznik sistema Lo sa ”slabim” veznikom sistema L3 i ocekivati
da ¢emo dobiti isti rezultat - npr. formula AV—A jeste tautologija u L, ali AV —A nije tautologija u L3.
Rezultat vazi kad god koristimo tacno iste veznike, ”slabe” ili ”jake”, i u Loo i u L3.
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e ODLUCIVOST Kod ranije videnih sistema oko odlu¢ivosti nismo se mnogo brinuli,

jer smo kod njih mogli konstruisati istinitosne tablice koje ¢e ”odluciti” status neke
formule. Medutim taj postupak, naravno, u slu¢aju sistema L., ne mozemo primeniti.
Pitanje je: postoji li neki drugi postupak ispitivanja odluc¢ivosti koji bi se mogao
primeniti na sistem L.,? Odgovor je: POSTOJI!
Zapravo vise takvih postupaka je poznato, no, mi éemo opisati postupak (predstavljen
u [2]) Aguzzolija i Ciabattoni®: definise se najpre sistem L, za svaki ceo broj n > 3
(8to smo mi i ucinili). Sledece, definise se #O(A) kao broj pojavljivanja atomic¢nih
formula u A (npr. #0(B) i #0(=B) su jednaki 1, #0(BvC) i #0(BVB) su jednaki
2). Aguzzoli i Ciabattoni su dokazali da formula A koja sadrzi samo negaciju i ”jaku”
disjunkciju kao veznike jeste tautologija u L., akko je A tautologija u L,, gde je

n = 2#0(4) L 1

(npr. Bv—B je tautologija u L akko je tautologija u L5 i BV (BV—C) je tautologija
u Lo, akko je tautologija u Lg). Imamo da je svaki skup tautologija u L, odluciv
zbog mogucnosti konstruisanja istinitosnih tablica. Dalje, svaka formula u L., moze
se preformulisati u ekvivalentnu formulu u L., koja sadrzi samo negacije i ”jake”
disjunkcije kao veznike. Prema tome, mozemo odluciti da li je formula A iz L.
tautologija preformuliSuéi je u ekvivalentnu formulu B koja sadrzi samo negacije i

7jake” disjunkcije kao veznike i ispitujué¢i odlucivost formule B u L,, gde je n =
2#0(B) 41,

e DEFINABILNOST 1951. godine McNaughton je dokazao da funkcija mora biti

barem neprekidna da bi se mogla definisati u sistemu L., i on je i dao karakterizaciju
funkcija koje se mogu definisati u sistemu L.
Sistem L, nije funkcionalno kompletan iz vise razloga: normalan je sistem, pa veznike
koji nisu normalni ne mozemo definisati; postoji neprebrojivo mnogo funkcija sa
konaénim brojem argumenata* koje se mogu definisati na [0,1], ali broj formula u
sistemu L., je prebrojiv; ne mogu se dobiti funkcije koje nisu neprekidne.

4.2 Aksiomatizacija logickog sistema L

U ovom odeljku éemo predstaviti aksiomatski sistem, u oznaci L, A, konstruisanog od strane
Lukasiewicza za beskona¢novrednosnu logiku L,. LA ukljuc¢uje prve tri aksiome za L3 A
i jednu novu:

Lol. A= (B=A)

Lo2:(A=B)=(B=0C)= (A= 0))

3Zapravo, Aguzzoli i Ciabattoni su dokazali samo ”ako” smer teoreme, dok je drugi smer utvrden u knjizi
[1].

40vde nas za funkcionalnu kompletnost, kao i u klasi¢nom i trovalentnom sistemu, zanimaju samo fukcije
sa kona¢nim brojem argumenata, zato sto je svaka formula kona¢no dugacka i, ocigledno, nijedna konac¢na
formula ne moze izraziti funkciju sa beskona¢no mnogo argumenata.
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L3 :(mA=-B)= (B=A)

Lo4:((A=B)=B)=((B=A)=A)

Jedino pravilo izvodenja jeste modus ponens - M P : #

4.2.1 Napomena
e Aksioma L34 iz L3 A nije tautologija u L.

e Na osnovu definicije disjunkcije (AV B =g4e¢ ((A = B) = B)), Loc4 se moze pre-
formulisati u formulu (A V B) = (B V A) koja tvrdi da je disjunkcija komutativna
operacija. Podsetimo se da smo ovu formulu dobili kao jedno od izvedenih pravila u
L3 A.

e S obzirom na to da, kao Sto smo ranije napomenuli, za svaki skup tautologija sistema
L,, vazi inkluzija taut., C taut, ocekivano je pretpostavljati da se nadogradnjom
aksiomatskog sistema za L., moze dobiti aksiomatski sistem za L,. Za formulaciju
takvog aksiomatskog sistema su neophodne konaéne iteracije veznika & i V. Stoga, za
proizvoljnu familiju formula A1, Ao, As, ..... definisu se rekurzivno:

Ay =g TI Ai& Ay i, pri ¢emu je I}, A; =405 A;

E;’;J{IAi =def N1 AiVAp41, pri ¢emu je E}:lAZ- =def Ai.

Sada se pouzdan i kompletan aksiomatski sistem za L,, dobija od gorenavedenog za
Lo, dodajuéi mu jos dve aksiome

EZT»L:lAi = E?;llAZ
i
YN IR V(A& SR AY)), za svako 1 < k < n, pri cemu vazi da (k — 1) f (n — 1).
Bilo koje izvodenje u sistemu L3 A koje ne ukljucuje L34 jeste i izvodenje u sistemu Lo, A
i bilo koje pravilo koje moze da se izvede u L3 A bez koriséenja L34 jeste izvedeno pravilo
u Loo A (tu spadaju npr. lema 3.2.12 (-A = (A = B)), izvedeno pravilo HS (Iz A = B i
B = Csledi A= Q)).

U nastavku ¢emo pokazati kako se izvode pravila =—A = A i A = ——A, no, najpre treba
da izvedemo neka pomocna pravila:

4.2.2 Lema (A= B)=C)= (mA=C)

Dokaz. 1. 24 = (A =0 B)ueeriiiiieieeieeet et lema 3.2.12
2. (A= (A=B))=(A=B)=0C)= (7A=0C)) ettt L2
3. ((A=B) = C) = (FA = O MP 1.2.
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4.2.3 Lema + A= ((A= B) = B)

Dokaz. 1. A= ((B="A) = A) oo L1
2. (B=A)= A) = ((A=B) = Bt L4
3. A= ((A =5 B) = B) ettt s HS 2.1.

O

424 Lema t (B=C)= (A=C))= D)= (A= B)= D)

Dokaz. 1. (A= B)= ((B=C) = (A= C)) ettt L..2
2. (A=B)=(B=0)=A=0)=((B=0C)=A=0C)=D) = (4=
B) = D))o Loo2
3. (B=C)=(A=0C)=D)=((A=B)= D) ccocieieeiiriiieiiericrc e, MP 1.2.

O

4.2.5 Lemat (A= (B=C))= ((D=B)= (A= (D=(_))

Dokaz. 1. ((B=C)=(D=0C)=A=D=0C)=(D=B)=A= D=

ON))=(A=B=0)=(D=B)= (A= (D=0))))eneneeeennen. lema 4.2.4
2. (B=C)=D=0C)=A=D=0)=((D=DB)= (A= (D=20)
............................................................................................................................. lema 4.2.4
3. (A= (B=0C)=((D=B)= (A= (D=0)))iemiemircteitereerieeceencens MP 2.1.

O

4.2.6 Lemal (A= (B=C))= (B= (A= 10))

Dokaz. 1. B= ((B = C) = C)ceieiieiiieiiiieteee ettt lema 4.2.3
2. B=(B=0)=0)=(A=B=0)=B=(A=0C))) . lema 4.2.5
B (A= (B=0C)) = (B=(A=0)) ittt MP 1.2.

O

4.2.7 Lemak- A=A

Dokaz. 1. (A= (B=A)) = (B= (A= A))iiiiiiiicicice, lema 4.2.6
2. A = (B o A e Lol
3o B =5 (A= A e MP 2.1.
4. (A= (B=(A=A4)=A)=(B=(A=A4)=>(A=A4) . lema 4.2.6
5. A= ((B= (A= A)) = Aot Lol
6. (B=(A=A)) = (A= A) e MP 5.4.
T A = A e MP 3.6.
O

Sada, sa ovim izvedenim pravilima na raspolaganju izvodimo Zeljena pravila.

4.2.8 Lema F——A= A
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Dokaz. 1. (A= (A= A)) = A)= (mA= A) i, lema 4.2.2
2. (FA= (A= A) = (A= A) = A Loo3
3. (A= -(A=A)=(A=A4)=>A4))=> (A= A4 = (A= -(A= A4)) =
) e ettt ettt lema 4.2.6
4 (A=A)= (A= (A= A) = A) e, MP 2.3.
D A S A lema 4.2.7
6. (FA= (A= A)) = A MP 5.4.
T 1 = A MP 6.1.

O

4.2.9 Lema - A= A

DoKaz. 1. A = e lema 4.2.8
2. (7 A = 2A) = (A= 77 A) L3
B A S A MP 1.2.

O

Podsetimo se ”jaka” disjunkcija i ”jaka” konjukcija su definisane na slede¢i nacin:
A&B =def —‘(A = —|B), AVB —def -A=B

Znamo da je ”jaka” verzija Zakona iskljuéenja treéeg AV—-A tautologija u L., i ona se
trivijalno izvodi u sistemu Lo, A preformuliSudi je u ekvivalentnu formulu -4 = —=A koju
direktno izvodimo koristeé¢i lemu 4.2.7.

Takode je ”jaka” verzija Zakona neprotivrec¢nosti tautologija u L., i ona se jednostavno
izvodi u sistemu Lo, A preformulisuéi je u ekvivalentnu formulu ——(A4 = ——A):

4.2.10 Lema F -—(A = ——4)

Dokaz. 1. (A= 771A) = (A = m7A) e lema 4.2.9
20 A S A lema 4.2.9
3. (A =5 A e MP 2.1.

O

4.2.11 Lema - (B=C)= (A= B)= (A= ()

Dokaz. 1. (A= B)= ((B=C)= (A= C)) ettt Lo2

2. A=B)=>(B=20=>A=0)=(B=0) = (A=B) = A=

1)) ) ettt ettt lema 4.2.6

3. (B=C)= (A= B) = (A =0)) ettt MP 1.2.
O

4.2.12 Lema + (A = ——=B) = (=B = -A)
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DOKAZ. 1. 714 = Ao s lema 4.2.8
2. (A= A)= (A= —7B) = (07 A = 971B)) e L2
3. (A= m7B) = (714 = 2B e MP 1.2.
4. (A= --B)= (——A=--B))= (((—mA=-B)= (-B=-4))= (A= ——B) =
(F1B =0 1)) ettt e L2
5. (mA=--B)= (-B=-4)= (A= -"B)= ("B = "24)) . MP 3.4.
6. (ﬁﬁA = ﬁﬁB) = (ﬁB = ﬁA) ................................................................................. L3
7. (A= 27B) = (B = 1A ) it MP 6.5.

O

4.2.13 Napomena U sistemu L, A se takode mogu izvesti slede¢a pravila i dokazati sledece
leme od kojih smo veéinu izveli i dokazali u sistemu L3 A :

- CON (Iz A = —B se izvodi zakljucak B = A);

-1z (A= A) = B sledi B (lema 3.2.16);

-1z AN B sledi A4;

- Iz A A B sledi B;

- Iz A&B sledi A;

- Iz A&B sledi B;

-1z Ai B sledi A&B;

-1z A sledi AV B,

- Iz B sledi AVB,;

-1z AV B sledi AVB,;

- Iz A&B sledi A A\ B;

- SUB (Iz pretpostavke da vaze formule A = B, B = A i formula C koja sadrzi formulu
A kao potformulu sledi da vazi bilo koja formula C* koja je rezultat zamene jednog ili vise
pojavljivanja formule A u C formulom B);

-MT (Iz A i B = A se izvodi zakljucak —B);

- DN (Iz bilo koje formule C koja sadrzi formulu A kao potformulu sledi bilo koja formula C*
koja je rezultat zamene jednog ili vise pojavljivanja formule A u C formulom ——A i obratno);

- TRAN (Iz bilo koje formule C koja sadrzi A = (B = D) kao potformulu sledi bilo koja
formula C* koja je rezultat zamene jednog ili vise pojavljivanja formule A = (B = D) u C
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formulom B = (A = D));

- GCON (Iz bilo koje formule C koja sadrzi A = B kao potformulu sledi bilo koja formula
C* koja je rezultat zamene jednog ili vise pojavljivanja formule A = B u C formulom
-B = —A i obratno);

- Iz =(A = B) sledi A (lema 3.2.22);
- Iz =(A = B) sledi -B;

- GHS (Iz (A1 = (A2 = (A3 = ..... = (Ap—1 = A,).....) i A, = B sledi (A1 = (A2 =
(Ag = e = (An,1 = B) ..... )),

-GMP (Iz (A1 = (A = (A3 = ... = (An—1 = A,).....) i proizvoljnog antecedenta A;,
1 <i <n—1, sledi kondicional koji je rezultat brisanja A;, kondicional koji sledi nakon A;
i pridruzene zagrade);

-DS(AVB,A=C,B=C*F ()

-+ (A= B)V (B = A) (Iema 3.2.29).

Slede¢im osobinama, a u isto vreme samo verzijama i smerovima jedne iste teoreme, Teo-
reme kompletnosti, Lukasiewiczeve logike Lo, ¢emo se posvetiti u 6. glavi te ¢emo ih tamo
i dokazati, a sada ih samo navodimo radi preglednosti i sticanja neke ”velike slike”.

e POUZDANOST Aksiomatski sistem L. A je pouzdan za L, tj. vazi:

ako - F', onda = F (svaka teorema u LA je tautologija u Loo)
i
ako X F F, onda X = F (svaka formula koja se moze izvesti iz skupa pretpostavki 3
je 1 semanticka posledica skupa X).

e SLABA KOMPLETNOST Aksiomatski sistem L., A je slabo kompletan za L. tj.
vazi:
ako = F, onda F F (svaka tautologija u L je teorema u Lo A).
¢ JAKA KOMPLETNOST Aksiomatski sistem L., A NIJE jako kompletan za L.,
tj. NE vazi:
ako ¥ = F, onda X I F (svaka formula koja je semanticka posledica skupa formula X
moze se 1 izvesti iz skupa X).
Ali, ukoliko je skup X konacan skup, gornja implikacija vazi.

Nije problem u konkretnom sistemu L., A, veé, zapravo, nijedan pouzdan sistem za
L, ne moze biti jako kompletan! Za sve te sisteme osobina jake kompletnosti nije
zadovoljena u slucaju kada je skup X beskonacan skup.
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4.2.14 Primer

Neka je E={-A=B,(mA=A)=B,(-A= (-A=A))= B,(-A= (-A=
(mA=A))=B,("A= (A= (-A= (A= 4))))=B,...}

(pocevsi od druge formule pa nadalje: antecedent svake sledeée formule je kondicional
¢iji je antecedent —A i konsekvent je antecedent prethodne formule u nizu).
Pretpostavimo da su sve formule iz skupa ¥ ta¢ne i posmatrajmo razli¢ite vrednosti
formule A. Ukoliko vrednost formule A iznosi 0, pretpostavka da je vrednost formule
—A = B jednaka 1 povlaéi da vrednost formule B mora biti 1. Ukoliko je vrednost
formule A veéa ili jednaka %, onda imamo da je vrednost formule =A = A jednaka 1
pa ponovo pretpostavka da je vrednost formule (-A = A) = B jednaka 1 povladi da
vrednost formule B mora biti 1. Uopstenije, u L., vrednost antecedenta n-tog ¢lana
beskona¢nog niza formula (A = A) = B,(m4A = (WA= A)) = B,(-A = (-A =
(mA=A)) = B,(mA= (A= (A= (-A= A)))) = B,..... je minimum od 1 i
n+1 puta vrednost formule A. Pa ako je vrednost formule A jednako m, pri ¢emu je
0 < m <1, tada za svako n (> 1) takvo da je m > n%rl, vrednost antecedenta n-te
formule jednaka je 1 pa i B mora imati vrednost 1. Posto mozemo da nademo takvo
n za svaku vrednost m > 0 koju A moze imati i posto smo pokazali da formula B
mora imati vrednost 1 kad god formula A ima vrednost 0, sledi da formula B mora
biti tacna kad god su sve formule iz skupa ¥ tacne.

S druge strane, izvodenja su kona¢ne duzine pa svako izvodenje formule B moze
sadrzati samo kona¢no mnogo formula iz skupa Y. Ali, formula B nije semanticka
posledica u L., nijednog kona¢nog podskupa ¥ skupa X. Jasno, konacan podskup ¥
moze sadrzati samo konaéno mnogo ¢lanova beskonacnog niza formula (-4 = A) =
B,(mA=(-A=A)=B,(-A=(-A= (-A=A4))=B,(-A=(-A= (A=
(mA=A)))) = B,... Ako U ne sadrzi formulu -A = B, onda B moze biti neta¢na
kada su sve formule iz skupa ¥ tac¢ne: ako formula A ima vrednost 0, onda su an-
tecedenti svih formula iz skupa ¥ netacni pa su sve formule ta¢ne ¢ak i ako B ima
vrednost 0. Ukoliko ¥ sadrzi formulu -A = B, neka je k najve¢i broj ¢lanova niza
koji se pojavljuje u V¥; tj. k-ti ¢lan niza se pojavljuje u ¥ i nijedan ¢lan nakon njega
se ne pojavljuje. Kad god je vrednost od A veéa od 0, ali manja od %4-1 moguce je
da formula B bude netac¢na, dok su sve formule iz skupa ¥ tacne. Formula B moze
da bude neta¢na u ovom slucaju jer nijedan od antecedenata formula iz skupa ¥ nece
biti tac¢an i da bi svi kondicionali iz skupa W bili tacni, B treba da bude samo onoliko
tacan koliko je tacan antecedent koji je najblizi bivanju tacan.

LA je pouzdan sistem te ne moze postojati izvodenje ukoliko ne postoji posledica.
Prema tome, iz ¢injenice da B nije semanticka posledica nijednog konacnog podskupa
skupa ¥ sledi da se B ne moze izvesti iz kona¢nog podskupa u L., A. S obzirom da
je B semanticka posledica beskona¢nog skupa formula 3, a ne postoji odgovarajuce
izvodenje, Lo, A nije jako kompletan. Stavise ovo rezonovanje pokazuje da

NE POSTOJI POUZDAN AKSIOMATSKI SISTEM ZA L., KOJI BI MOGAO
BITI I JAKO KOMPLETAN

- zato §to smo razmatrali generalno izvodenja u pouzdanim sistemima, a ne specijalno
izvodenja u sistemu Lo A.
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¢ KOMPAKTNOST Primer koji smo koristili da pokazemo da ne postoji pouzdan
aksiomatski sistem za L., koji bi bio jako kompletan takode pokazuje da relacija
semanticke posledice u sistemu L., NIJE kompaktna (podsetimo se: kompaktnost
podrazumeva da, kad god je proizvoljna formula semanticka posledica proizvoljnog
beskona¢nog skupa formula, onda je ta formula semanticka posledica barem jednog
konacénog podskupa tog beskona¢nog skupa formula)®. Dakle, imamo:

Lo, NIJE KOMPAKTAN PA SLEDI DA NIJEDAN AKSIOMATSKI SISTEM ZA
Lo, NE MOZE BITI JAKO KOMPLETAN.

e TEOREMA DEDUKCIJE Teorema dedukcije ne vazi za aksiomatski sistem L., A,
kao sto nije vazila ni za aksiomatski sistem L3A. Zapravo, istim kontraprimerom se
mozemo posluziti: kad god AA ((A = B) A (A = (B = (C))) ima vrednost 1 u L
i formula C ima vrednost 1, ali formula (AA (A= B)A (A= (B=C(C)))) =C
nije tautologija u Ly,. S obzirom da imamo pouzdanost i kompletnost argumenata sa
konaénim brojem premisa, imamo da je formula C izvodiva iz AA ((A= B) A (A =
(B=0C)))uLx,ali (AAN((A= B)A (A= (B=()))) = C nije teorema u ovom
sistemu. No, sledeéa teorema vazi za Lo A:

4.2.15 Teorema (Modifikovana teorema dedukcije) B je izvodivo iz A u Loo A akko
je

A= (A= (A= (...= (A= B)....)
teorema za neki konacan broj antecedenata AS.

Dokaz. Neka formula A = (A = (A = (..... = (A = B).....) ima k antecedenata A.

Smer (+): Imajuéi formulu A kao hipotezu, primenjujuéi k puta uzastopno pravilo
MPna A= (A= (A= (...= (A= B)....) izvodimo formulu B.

Smer (—): Pretpostavimo sada da postoji izvodenje formule B iz formule A i neka je
odgovarajuc¢i dokazni niz:

5Napomenimo da se kompaktnost éesto, ekvivalentno, definie pomoéu pojma zadovoljivosti. Skup for-
mula iskazne logike je zadovoljiv ako postoji barem jedna dodela istinitosnih vrednosti za koju su svi ¢lanovi
skupa ta¢ni. Logicki sistem je zadovoljivo kompaktan akko vazi sledeée za svaki skup formula 3: X je
zadovoljiv akko je svaki kona¢an podskup skupa 3 zadovoljiv. Ekvivalentnost definicija sledi iz ¢injenice da
je formula B semantic¢ka posledica skupa ¥ akko skup ¥ U {—B} nije zadovoljiv.

6Napomenimo da je ova teorema generalizacija Modifikovane teoreme dedukcije date ranije za aksiomatski
sistem L3A. Semanticka verzija teoreme dedukcije za Lukasiewiczevu beskonac¢novrednosnu logiku je
dokazana u knjizi Pogorzelskog (Henry Andrew Pogorzelski (1922 - 2015) - americki matematic¢ar) 1964.
godine.
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BIn = 1: Dokazni niz za B iz A ima samo jednu formulu, B, pa imamo dve moguénosti:

a.) B je aksioma. Tada je dokazni nizzak A = (A= (A= (... = (A= B).....).

slededi:

PR U PPPPPRTR redni broj aksiome
2. B = (A= B Lol
B A = B MP 1.2
4. (A= B) = (A= (A= B)) oottt Lol
e A= (A= B MP 3.4
6. (A= (A=DB))= (A= (A= (A= B))) e, Lol
2k+1. A= (A= (A= (. 2 (A= B )i, MP 2k.2k-1.

b.) B = A. Tada je formula A = (4 = (A = (..... = (A = B).....) ustvari formula
A= (A= (A= (.. = (A = A)....). Znamo da je formula A = A teorema
te sledi da je posmatrana formula takode teorema (dokazuje se, polazeéi od A = A,
naizmenicno koristeéi aksiomu Lo, 1 i pravilo MP).

TH Pretpostavimo da je tvrdenje vazi za sve formule ¢iji je dokaz duzine manje od n.

IK Neka je sada A1, Ao, ....., A, = B dokazni niz za formulu B iz A. Tada za B imamo
tri moguénosti:

a.) B je aksioma.
b.) B=A.
Ova prva dva slucaja su ista kao u BI.

c.) B sledi iz ranijih formula u nizu na osnovu pravila MP, recimo iz formula A; i
A; = B. Kako je formula A; ranija u nizu, ima dokaz kra¢i od n, pa za nju vazi IH. To
znaci da imamo - A = (A= (A= (..... = (A= 4;).....). Posto imamo i F A; = B,
koriste¢i pravilo GHS dobijamo zZeljeno:

FA= (A= (A= (..= (A= B)....). O



Glava 5

MYV -algebre

Pojam MV-algebri uveden je od strane Changa 1958. godine tokom njegovog ispitivanja
vazenja teoreme kompletnosti za Lukasiewiczeve beskona¢novrednosne logike. Od podjed-
nake su vaznosti za Lukasiewiczevu beskonac¢novrednosnu logiku kao sto su Bulove algebre za
klasi¢nu logiku. Zapravo, imaju vaznu ulogu u algebarskom ispitivanju svih Lukasiewiczevih
viSevrednosnih logika i ispostavilo se da su interesantno povezane sa drugim strukturama
takode.

5.1 Definicije i osnovne osobine

Sledec¢a definicija, zapravo, nije data od strane Changa veé predstavlja pojednostavljenu
ekvivalentnu verziju Changove definicije, koju je formulisao Mangani 1973. godine.

5.1.1 Definicija MV-algebra je algebra (A, ®,—,0), gde je @ binarna operacija, - unarna
operacija i 0 konstanta, koja zadovoljava sledece jednakosti za svako x,y i z € A:

MV1.xz2e(ydz)=(dy) &2
MV2. xdy=ydx

MV3. z®&0==x

MV4. ——x ==z

MV5. x®-0=-0

MV6. —=(~zy)@y=-(-ydz)dx

5.1.2 Napomena Aksiome MV1-MV3. zajedno tvrde da je (A, ®,0) Abelov monoid.

MV-algebru nazivamo netrivijalnom ukoliko njen nosa¢ ima vise od jednog elementa.

52
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5.1.3 Primeri
1. Singlton {0} je primer trivijalne MV-algebre.

2. Posmatrajmo interval [0,1] = {x € R | 0 <z < 1} i za svako z,y € [0, 1] definisimo
@Y =qer min(l,x+y) 1 —@=g1—2.
Tada je
[0,1] = ([0,1],,—,0)

primer netrivijalne MV-algebre.

3. Ako je (4,V,A,—,0,1) Bulova algebra, tada je (A4, V,—,0) primer jo§ jedne netrivijalne
MV-algebre, gde V, — i 0, redom, oznacavaju uniju, komplement i najmanji element u skupu

A.

5.1.4 Definicija Podalgebra MV-algebre A je podskup S nosaca A koji sadrzi nulu skupa
A, zatvoren je u odnosu na operacije nad skupom A i snabdeven restrikcijama tih operacija
u odnosu na skup S.

Presek proizvoljne neprazne familije podalgebri MV-algebre A je takode podalgebra MV-
algebre A.

5.1.5 Definicija Neka je X podskup nosaca MV-algebre A. Presek svih podalgebri od A
koji sadrie skup X je podalgebra od A i maziva se najmanja podalgebra od A generisana
skupom X.

5.1.6 Primeri
1. Racionalni brojevi iz intervala [0, 1] i, za svaki ceo broj n > 2, n-elementni skup:

Ln =qgey {0, 2, 2., =2 1}
su primeri podalgrebri MV-algebre [0,1].
2. Neka su dati MV-algebra A i skup X. Skup svih funkcija f : X — A, koji obelezavamo sa
AX . postaje MV-algebra ako su operacije @, — i 0 definisane tackasto. Neprekidne funkcije

iz skupa [0, 1] u skup [0, 1] formiraju podalgebru MV-algebre [0, 1]10:1].

Definisimo sada na svakoj MV-algebri A konstantu 1 i operacije ® i © na slede¢i nacin:
1:def ﬁo {L‘@y :def ﬁ(ﬁjj@ﬁy) {L‘@y:def‘rQﬁy

MV-algebra je netrivijalna akko 0 # 1. Sledeéi identiteti su direktne posledice MV4 :

MV7.-1=0
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MV8. z@y=—(-z0 -y)

MV5.1 MV6. se sada mogu preformulisati na slede¢i nac¢in:
MV . zdl=1

MVE. (zoy)Qy=(yor) O

Stavljaju¢i y = =0 u MV6. dobijamo:

MVI. x®—-z=1

Zapazimo da u MV-algebri [0, 1] imamo da je x@y = maz(0,z4+y—1) i 26y = mazx(0,z—y).

5.1.7 Napomena Operacija — ima prednost pri primenjivanju u odnosu na sve ostale
operacije, a operacija ® u odnosu na operacije ® i O.

5.1.8 Lema Neka je A MV-algebra i x,y € A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
a.) xdy=1,

b.) z® -y =0,

c)y=rd(yow)i

d.) postoji elemenat z € A takav da je x @ z = y.

Dokaz. a.) = b.) Pretpostavimo da je -z @y = 1. Na osnovu MV4. i MV7. imamo da je
r© Yy = —|(—|(£@—|—|y) = ﬁ(ﬂl’@y) =-1=0.

b.) = c.) Pretpostavimo da je z ® —y = 0, §to po definiciji zna¢i da je © © y = 0. Na osnovu
MV2, MV3. i MV6’. imamo dajey=0®y=(z0y)dy=2® (y© x).

¢.) = d.) Pretpostavimo da je y = x @ (y © x). Ocigledno je da je za z = y © x Zeljena
jednakost zadovoljena.

d.) = a.) Neka je © @ z = y, za neko z € A. Na osnovu MV9, MV2. i MV5. imamo da je
Thy="2xhbrdz=1pz=1. O

Neka je A MV-algebra. Za proizvoljna dva elementa x i y iz A pisaéemo

z<y
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akko z i y zadovoljavaju gorenavedene ekvivaletne uslove a.) — d.). Sledi da je < parcijalno
uredenje tzv. prirodno uredenje na A. Zbilja, refleksivnost je ekvivaletna sa MV9, anti-
simetri¢nost sledi iz uslova b.) i ¢.) i tranzitivnost sledi iz uslova d.).

MV-algebra ¢ije je prirodno uredenje i totalno naziva se MV-lanac. Primetimo da se na
osnovu uslova d.) prirodno uredenje na MV-lancu [0, 1] poklapa sa prirodnim uredenjem
realnih brojeva.

5.1.9 Lema Neka je A MV-algebra. Za svako a € A, —a je jedinstveno redenje x sledecih
dveju jednacina

abr=1
7

a®x=0.

Dokaz. Na osnovu a.) i b.) prethodne leme, ove dve jednacine skupa daju —a < x < —a, a
odatle sledi da je x = —a.
O

5.1.10 Lema U svakoj MV-algebri A prirodno uredenje < ima sledeéa svojstva:
a.) x <y akko ~y < —x
b.) Ako je x <y, tada je za svako z€ A 2D z<y®z | z02<yOz

c.)rOy<zakkojex < —ydz

Dokaz. a.) Pretpostavimo da je x < y. Na osnovu uslova a.) leme 5.1.8 imamo da je
l=—2xhy=—ydatj vy z.

b.) Monotonost operacije @ je posledica uslova d.) leme 5.1.8 | a koristeéi upravo dokazano
svojstvo a.) direktno se dobija i monotonost operacije ©.

c.) @y < z je ekvivalentno sa 1 = =(z ©y) & z = —z & —~y & z $to je ekvivalentno sa
< yPz.
O

5.1.11 Propozicija Na svakoj MV-algebri A prirodno uredenje odreduje mreznu strukturu,
pri cemu su unija i presek elemenata x i y dati sa

rVy=(z0w)dy=(x0y Sy
i
TAy=-(-zV-y) =20 (rdy).

Dokaz. Da bismo dokazali prvu tvrdnju, uo¢imo da na osnovu MV6', MV9. i uslova b.)
prethodne leme imamo da je x < (z 0 y)dyiy < (x ©y) B y. Pretpostavimo da je x < z i
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y < z. Na osnovu uslova a.) i ¢.) leme 5.1.8 imamo daje ~a ®z=1iz2=(20y)Dy.
Sada na osnovu MV 6. mozemo pisati:

~((zoy)oy)oz=(@Eoy) oy dyd(zoy =yo-(zoy)d-(roy)d(z0y) =
o-(zoy)dreyd(zoy) =yo-(rey)@zdz=1

Sledi da je (x ©y) ®y < z, ¢ime je dokazana prva tvrdnja. Sada se druga tvrdnja dobija
direktno kao posledica upravo dokazanog i uslova a.) prethodne leme.
O

5.1.12 Propozicija Sledece jednakosti vaze u svakoj MV-algebri:
) 2O (yVz) = @Oy V(o 2)
b) c® (YA = (@®Y) A 2)

Dokaz. Na osnovu MV6'. i uslova b.) prethodne leme imamo dajex @y <z ® (yV z) i
dajex®z<x®(yVz). Pretpostavimo da vazi t @y <t iz ® z < t. Na osnovu uslova c.)
prethodne leme vazi y < -~z @t (jer je z ©® y ekvivaletno sa y ®  na osnovu komutativnosti
operacije @) i z < —x @t (jer je, takodje, x ® z ekvivaletno sa z ® z), odakle dobijamo
da je yVz < -z ®t. Jos jedna primena uslova c.) prethodne leme daje (y V z) ® z < ¢,
¢ime je dokazan deo a.). Deo b.) se sada dobija kao posledica upravo dokazanog, uslova a.)
prethodne leme, MV4. 1 MVS8. O

5.1.13 Propozicija Svaka MV-algebra zadovoljava jednakost (x ©y) A (y © x) = 0.

Dokaz. Uzastopnim koriséenjem MV 6. i njenih varijanti zajedno sa osnovnim svojstvima
operacija @ i ® dobijamo:

(royA(yor)=(z0y)0(~(z0y)® (yor)=20yo0(yd-rd(yor)) =20 (-2
Dyoz)o((zod(yor)dy) =(yoz)0(-(yor)dr)O (26 (yor)) dY) =
YO0 (~(yor)®z)0(r0~(yor))®y) = 20 (0~ (yor)) OYO (-~yd (0 (~ydr))) =

2O Ee-(yer)e o (-ydz) o (-(ze (-ydx)) ®y) =0 jer je, na osnovu MV8. i
MV9I, ~x®x=0.
O

Neka je A MV-algebra. Za svako x € A definisimo
0z =0

i

za svaki ceo brojn >0, (n+ 1)z =nz @ .
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5.1.14 Lema Neka su x i y proizvoljni elementi MV-algebre A. Ako je x ANy =0, tada je,
za svaki ceo brojn > 0, nx Any = 0.

Dokaz. Ako vazi x Ay = 0, tada na osnovu monotonosti (lema 5.1.10) i distributivnosti
(propozicija 5.1.12) imamo da je x = 2 & (x Ay) = (x P x) A(zDy) > 22 Ay, odakle sledi da

je0=zAy>2xANy. Sledida vazi 0 =2x A2y =4dx Ndy =8x A8y = ...... Zeljeni rezultat
sada sledi iz nx Any < 2"x A 2™y = 0. O

5.2 Teorema reprezentacije poddirektnosti

5.2.1 Definicija Neka su A i B MV-algebre. Funkciju h : A — B nazivamo homomorfiz-
mom akko zadovoljava sledece uslove za svako x,y € A :

Hi. h(0) =0;

H2. h(z ®y) = h(z) ® h(y);

H3. h(—x) = —h(x).

Ukoliko je funkcija h i "1-1”7 nazivamo je monomorfizmom (ili utapanjem), ukoliko je i
"na” epimorfizmom (ili samo: homomorfizmom koji je "na”), a ukoliko je i 71-1” i "na”
izomorfizmom (pisaemo A = B akko postoji izomorfizam izmedu A i B).

Jezgro homomorfizma h : A — B je skup Ker(h) =4e5 h=(0) = {z € A | h(z) = 0}.

5.2.2 Definicija Ideal MV-algebre A je podskup I nosaca MV-algebre A koji zadovoljava
sledeée uslove:

I1. 0 € I;
12. Akoxel, yec A i y<ax tada yé€EIl,

13. Akoxel i yel tada xdyel.

Presek proizvoljne familije ideala MV-algebre A je takode ideal MV-algebre A. Za svaki
podskup W C A, presek svih ideala I O W je ideal generisan sa W i obelezavaéemo ga sa
<W >.

5.2.3 Lema Neka je W podskup MV-algebre A. Ako je W = 0, tada je < W >= {0}, a
ako je W # 0, tada je

<W>={z€eA|lz<w Gws P ..... @ wy, za neke wy, wa, .....,w, € W}

5.2.4 Definicija Za svaki element x MV-algebre A, ideal < x >=< {x} > se naziva glavni
ideal generisan sa x i vazZi

<z >={a € A|nx>a zaneki ceo brojn > 0}.
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5.2.5 Napomena Uo¢imo da je < 0 >= {0}, < 1 >= A i za svaki ideal I MV-algebre A i
za svako ¢ € A imamo daje < JU{z} >={a € Ala<nz®izanckon e Nije I}

5.2.6 Definicija
o Ideal I MV-algebre A je pravi akko je I # A.

o [deal I je prost akko je pravi i zadovoljava sledeci uslov: za svako xz,y € A, ilizey € I
iliyoxel

e Ideal I MV-algebre A je maksimalan akko je pravi i nijedan drugi pravi ideal MV-
algebre A me sadrzi strogo I, tj. za svaki ideal J # I, ako je I C J, tada je J = A.

Sa I(A) ¢emo obelezavati skup svih ideala, a sa P(A) skup svih prostih ideala MV-algebre A.

U slede¢oj lemi dajemo nekoliko relacija izmedu ideala i jezgra homomorfizma, koje ¢e biti
korisne za dokazivanje nekih buduéih teorema.

5.2.7 Lema Neka su A i B MV-algebre i h : A — B homomorfizam. Tada vaZe sledeéa
turdenja:

a.) Za svaki ideal J MV-algebre B skup h™'(J) =45 {x € A | h(z) € J} je ideal MV-algebre
A. Prema tome, istaknimo: Ker(h) € I(A);

b.) h(z) < h(y) akko x ©y € Ker(h);
c.) h je injektivno akko Ker(h) = {0};
d.) Ker(h) # A akko je B netrivijalna MV-algebra;

e.) Ker(h) € P(A) akko je B netrivijalna MV-algebra i slika h(A), kao podalgebra MV-
algebre B, je MV-lanac.

5.2.8 Definicija Funkcija rastojanja d: A x A — A definisana je na sledeci nacin:
d(z,y) =ges (xS y) ® (y © ).

U MV-algebri [0,1] je d(z,y) = |z — y|.

5.2.9 Propozicija U svakoj MV-algebri A vaZi:

1.) d(z,y) = 0 akko x = y;

2.) d(z,y) = d(y, x);

3.) d(z,z) < d(z,y) ®d(y, 2);

4.) d(z,y) = d(-z, ~y);

5.) dlx®s,ydt) <d(x,y) ®d(s,t).
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Kao direktnu posledicu imamo slede¢u propoziciju.

5.2.10 Propozicija Neka je I ideal MV-algebre A. Tada je binarna relacija =; na A,
definisana sa v =; y  akko d(x,y) € I, relacija kongruencije. (Drugim recima, =
je relacija ekvivalencije takva da pretpostavka da vaZe x =5 s i y =y t implicira da vaZe
—x=;-siz®y=rs®t.) Stavise, [ = {x € A | v = 0}.

Obratno, ako je = relacija kongruencije na A, tada je {x € A | x = 0} ideal i vaZi x =y
akko d(xz,y) = 0. Prema tome, korespodencija I —=j je bijekcija iz skupa ideala MV-algebre
A na skup kongruencija na A.

Za proizvoljno z € A, klasa ekvivalencije elementa x s obzirom na relaciju =; oznacava se sa
x/I, a koliénicki skup A/ =y sa A/I. S obzirom na to da je =; kongruencija, definisanjem
sledec¢ih operacija na skupu A/T :

~(x/T) =gey ~x/1 i x/I DY/l =gy (x DY)/,

sistem (A/I,®,—,0/I) postaje MV-algebra tzv. koliénicka algebra MV-algebre A u odnosu
na ideal I.

Povrh toga, korespodencija @ — x/I definise homomorfizam h; iz A na koli¢nicku algebru
A/I, koji se naziva prirodni homomorfizam iz A na A/I. Primetimo da je Ker(hy) = I.

5.2.11 Lema Ako su A, B i C MV-algebre i ako su f: A— B ig: A — C homomorfizmi
koji su "na”, tada je Ker(f) C Ker(g) akko postoji homomorfizam koji je "na” h: B — C
tako da je ho f = g tj. h(f(x)) = g(x) za svako x € A. Ovaj homomorfizam h je izomorfizam
akko je Ker(f)=Ker(g).

Uocavanjem da je Ker(h) = Ker(hger(n)), dobija se sledeca teorema.

5.2.12 Teorema Neka su A i B MV-algebre. Ako je h : A — B homomorfizam koji je
"na”, onda postoji izomorfizam f : A/Ker(h) — B, tako da je f(x/Ker(h)) = h(x) za
svako x € A.

Sledec¢a propozicija, tacnije, posledica sledece propozicije, odigrace veliku ulogu u dokazu
Changove teoreme reprezentacije poddirektnosti.

5.2.13 Propozicija Neka je A MV-algebra, J ideal MV-algebre A ia € A\ J. Tada postoji
prost ideal P MV-algebre A, tako da je J C P ia ¢ P.

Dokaz. Na osnovu Zornove' leme? uvidamo da postoji ideal I MV-algebre A koji je mak-
simalan u odnosu na svojstvo J C I i a ¢ I. Pokazatemo da je I prost ideal. Neka z,y € A
i pretpostavimo da x ©y ¢ I i y © « ¢ I. Tada ideal generisan sa I i z © y mora sadrzati
element a. Na osnovu napomene 5.2.5 sledi da je a < s ® p(z © y), za neko s € I i neki ceo
broj p > 1. Sli¢no, postoje element ¢ € I i ceo broj ¢ > 1, tako da je a <t ® q(y © ).
Neka je u = s@®tin =maz(p,q). Tadaimamodau € I, a <u®n(zSy)ia < udn(yox).
Stoga, na osnovu propozicija 5.1.11 i 5.1.13 zajedno sa propozicijom 5.1.12 b.) i lemom
5.1.14, imamo daje a < (udn(zey) A(udnlyez)) =ud (n(zoy) Anlyex)) =u,
odakle, na osnovu definicije ideala, sledi da a € I, §to je kontradikcija. O

IMax Zorn (1906 - 1993) - ameri¢ki matemati¢ar nemackog porekla
2 Ako je (P, <) parcijalno uredjen skup u kome svaki lanac ima gornje ogranicenje, onda u P postoji
maksimalan elemenat.
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5.2.14 Posledica Svaki pravi ideal MV-algebre je presek prostih ideala.
Neka je I neprazan skup.

5.2.15 Definicija Direktni proizvod familije MV-algebri {A;}icr, koji éemo obeleZavati sa
icr Ai, je MV-algebra ¢iji je nosac skup svih funkcija f : I — J,c; Ai takvih da je f(i) € A;
za svako i € 1, sa operacijama — 1 ® definisanim na sledeci nacin:

(=)(@) =der ~f (@) i (f S 9)(@) =aer [(i) S g(i).
Nula element je funkcija i € I — 0; € A;.

Za svako j € I, preslikavanje 7; : II;c;A; — A; definisano je sa:

Trj(f) =def f(])

Svaka funkcija 7; je homomorfizam na A;, koja se naziva j-ta projekcija. Posebno, za svaku
MV-algebru A i neprazan skup X, MV-algebra A% je direktan proizvod familije {4, }.cx,
gde je A, = A za svako x € X.

5.2.16 Definicija MV-algebra A je poddirektni proizvod familije MV-algebri {A;}icr akko
postoji monomorfizam h : A — ;e A; tako da je, za svako j € I, kompozicija preslikavanja
mj o h homomorfizam na A;.

Ako je A poddirektni proizvod familije {A;};cr, tada je A izomorfno podalgebri h(A)
proizvoda II;c 1 A;; Stavise, restrikcija na h(A) svake projekcije je surjektivno preslikavanje.

5.2.17 Teorema MV-algebra A je poddirekini proizvod familije MV-algebri {A;}ier akko
postoji familija ideala {J;}icr MV-algebre A tako da je

1.) A; =2 AJJ; za svakoi €I i

2.) ﬂie[ Ji = {0}.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A poddirektni proizvod familije MV-algebri {4;};cr.
Neka je h : A — Il;c; A; monomorfizam dat u prethodnoj definiciji; za svako j € I neka je
Jj = Ker(m; o h). Na osnovu teoreme 5.2.12, sledi da je A; = A/J;. Ako x € (), Ji, tada
je mj(h(z)) = 0 za svako j € I. To implicira da je h(z) = 0 i, s obzirom da je h injektivno,
dobijamo da je = 0. Prema tome, (;; J; = {0} - uslovi 1.) i 2.) su ispunjeni.

Obratno, pretpostavimo da je {J; }ics familija ideala MV-algebre A koja zadovoljava uslove
1.) i 2.). Neka je €; izomorfizam A/J; na A;, za koji znamo da postoji na osnovu uslova 1.).
Neka je funkcija h : A — IL;cr A; definisana tako da je, za svako x € A, (h(x))(i) = €;(x/J;).
Iz uslova 2.) sledi da je Ker(h) = {0}, odakle, na osnovu leme 5.2.7 c.), sledi da je h
injektivno. Posto je, za svako i € I, preslikavanje a € A — a/J; € A/J; surjektivno, sledi
da m; o h preslikava A na A;. Prema tome, A je poddirektni proizvod familije {A;};cr, Sto
je i trebalo dokazati. O

Slededi rezultat je klju¢ni.
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5.2.18 Teorema (Changova teorema reprezentacije poddirektnosti) Svaka netrivijalna MV-
algebra je poddirekini proizvod MV-lanaca.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme i leme 5.2.7 e.), znamo da je MV-algebra A poddi-
rektni proizvod familije MV-lanaca akko postoji familija prostih ideala {P;};c; MV-algebre

A tako da je ;c; P; = {0}. Sada, primenjujuci posledicu 5.2.14 na ideal {0} dobijamo

trazeno. O

5.3 Zadovoljivost MV-identiteta

5.3.1 Definicija Pod nizom (ili recju) nad nepraznim skupom S podrazumevamo konaénu
listu elemenata iz S.

5.3.2 Definicija Za svako t € N, neka je Sy =gey {0,7, &, 21,29, .....,x,(,)}. MV-term
po promenljivama 1, To, ....., Ty je rec nad Sy koja nastaje primenom, konacéno mnogo puta,
sledeéih pravila:

T1. Elementi 04 x;, i = 1,2, ......,t posmatrani kao jednoelemente reci su MV-termi;
T2. Ako je re¢ T MV-term, tada je i —1 MV-term;

T3. Ako su reci T i o MV-termi, tada je i (1 ® o) MV-term.

Drugim re¢ima, re¢ 7 nad S; je MV-term akko postoji formacioni niz za 7, tj. ako postoji
konaé¢na lista reci nad Sy, recimo 71, 7o, ....., Tn, tako da je 7, = 7 i za svako i € {1,2,.....,n},
7; zadovoljava barem jedan od sledeé¢ih uslova:

1) 7, =0ili , =2 zaneko 1 < j < ¢;
2.) postoji j < i tako da je 7; = —7y;
3.) postoje j <iik <itako daje 1, = (1; & 7).

One redi 7; koje pripadaju svakom formacionom nizu za 7 nazivamo podtermima od T.

5.3.3 Teorema (Teorema jedinstvene citljivosti® ) Svaki term 7; po promenljivama x1, o, .....
, &y, zadovoljava tacéno jedan od gorenavedenih uslova 1.), 2.) i 3.). Povrh toga, i term 7; iz
uslova 2.) i par (1, 7Tg) iz uslova 3.) jedinstveno su odredeni.

5.3.4 Napomena Nadalje ¢emo ¢emo pisati 7(x1, za, ....., 5, ) za oznacavanje osobine da je
7 MV-term po promenljivama x1, za, ....., Tp.

5.3.5 Primeri Slededi nizovi su primeri MV-terma po promenljivama x1, x2, z3: (-0® 1),
(22 ®0) ® ~(x3 @ 21)) 1 (22 © ~21).

Sengl. Unique readability theorem
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5.3.6 Definicija Neka je A MV-algebra, T MV-term po promenljivama x1,Xs2,.....,T¢ @
pretpostavimo da su ap,asg, .....,a; elementi MV-algebre A. Zamenjujuéi sva pojavljivanja
elementa x; v T za svako i = 1,2,.....,t elementom a; € A koristeéi prethodnu teoremu i
interpretirajuci simbole 0, & 1 = kao odgovarajuée operacije u A, dobijamo element MV-
algebre A koji oznacavamo sa 74 (a1, ag, ....., ar).

Tacnije, na osnovu indukcije po broju pojavljivanja simbola operacija u 7, definisemo 74 (a1,

ag, .....,a;) na sledeéi nacin:

1.) 2 = a; zasvako i = 1,2, ..., t;
2) (~o)A = ~(0%);

3.) (c@p)t = (0" @ p).

Na osnovu prethodne definicije sledi da ukoliko imamo proizvoljnu MV-algebru A, svakom
MV-termu 7 po promenljivama zi,xa, ....., , mozemo pridruziti funkciju 74 : A" — A.
Funkcije koje dobijamo na ovaj na¢in nazivamo term-funkcijama na A.

5.3.7 Definicija MV-identitet po promenljivama x1,xa, ....., ¢ je par (1,0) MV-terma po
promenljivama 1, T3, ..... , Tt.

5.3.8 Napomena

e Pisatemo 7 = o umesto (7,0). MV-algebra A zadovoljava MV-identitet 7 = o, Sto
¢emo obelezavati sa A =1 = o, akko je

za svako aj,ag, .....,a; € A.

o Aksiome MV1-MV6. su primeri MV-identiteta po promenljivama x, y i z. Po definiciji,
te identitete zadovoljavaju sve MV-algebre.

e MV-identitet 7 = o vazi u MV-algebri A akko identitet (1 © o) ® (¢ ©7) = 0 vazi u
A. Prema tome, mozemo sa sigurno$éu smatrati da su svi MV-identiteti oblika p = 0,
gde je p MV-term.

5.3.9 Lema Neka su A, B i A; (za svako i € I) MV-algebre. Tada:

a.) Ako je A =T =0, tada je S |= T = 0 za svaku podalgebru S MV-algebre A;

b.) Ako je h : A — B homomorfizam, tada za svaki MV-term T po promenljivama x1, T, .....,
xs @ svaku s-torku (a1, as, .....,as) elemenata iz A imamo da vaZi

7B (h(ay), h(az), ..., hlas)) = h(t*(ay, az, .....,as)).
Posebno, kada h preslikava A na B, iz Al=17 =0 sledi BT =0;

c.) Ako je A; =7 =0 za svako i € I, tada je ;e A; =T =0.
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Dokaz. a.) i b.) se direktno dobijaju. Sto se tice c.), neka su fi, fo, ..., fs € A = e A;.
Na osnovu pretpostavke, za svako ¢ € I mozemo pisati:

TASL for ooy £6) (0) = T3 ((F1(0), f2(0), eorr, F5(2)) = 0 ((f1 (), f2(3)y oy f(1) =

0A(f1, fas ey f5)(i), odakle sledi da je 74(f1, fa, ooy f5) = TA(f1, oy eeees f5)- O

5.3.10 Teorema Neka je A poddirektni proizvod familije MV-algebri {A;}icr i neka je
T =0 MV-identitet. Tada je Al=T =0 akko je A; =T =0 za svako i € I.

Dokaz. Neka je h : A — I;c;A; monomorfizam (dat u nekoj od prethodnih definicija).
Pretpostavimo da je A =7 = 0. S obzirom da je, za svako i € I, w o h preslikavanje A na
A;, sledida je A; E 7 =0.

Obratno, pretpostavimo da je A; |E 7 = o, za svako i € I. Na osnovu prethodne leme, imamo
da je I;c1A; = 7 = o i, posto je h(A) podalgebra od I;crA;, sledi da je h(A) E 7 = 0.
Posto h~! preslikava h(A) na A, zakljuéujemo da je A =7 = 0. O

5.3.11 Posledica MV-identitet zadovoljavaju sve MV-algebre akko ga zadovoljavaju svi
MV-lanci.

Dokaz. Pretpostavimo da MV-identitet 7 = o zadovoljavaju svi MV-lanci i neka je A MV-
algebra. Ako je A = {0}, tada je, trivijalno, 74(0,0, .....,0) = 0 = ¢4(0,0, .....,0), odakle je
A E 7 =0. Ako je A netrivijalna MV-algebra, trazeni rezultat dobija se pomoéu Changove
teoreme reprezentacije poddirektnosti i prethodne teoreme. O

Dakle, jednakosna teorija MV-algebri poklapa se sa jednakosnom teorijom MV-lanaca.



Glava 6

Kompletnost Lukasiewiczeve
logike L

6.0.1 Definicija Neka je A MV-algebra.

o A-valuacija je funkcija v : Form — A koja zadovoljava sledeéa dva uslova, pri cemu
su F i G proizvoljne formule:

].) U(ﬁF) =def ﬁV(F) 1

2.) V(F = G) =4ep V(F) = v(G).

A-valuacija v A-zadovoljava formulu F akko je v(F) = 1.

Formula F je A-tautologija akko je A-zadovoljavaju sve A-valuacije.

Formule F i G su semanticki A-ekvivalentne akko je v(F) = v(Q) za sve A-valuacije
v. Na osnovu 2.) imamo da su formule F i G A-ekvivalentne akko su formule F = G
i G = F A-tautologije.

Neka je ¥ skup formula. KaZemo da je formula F semanticka A-posledica skupa %
akko svaka A-valuacija v koja A-zadovoljava sve formule skupa 3, takode A-zadovoljava
formulu F. Posebno, formula F je A-tautologija akko je semanticka A-posledica praznog
skupa formula.

6.0.2 Napomena U nastavku ¢emo sa Var(F') obelezavati skup svih iskaznih promenljivih
koje se pojavljuju u formuli F.

Svaka formula F koja sadrzi promenljive x1, 2, ....., x; se koristeci
TDY =def T =Y i T= Y=gy TDY

moze jednostavno transformisati u MV-term po istim tim promenljivama. Suprotno, zamen-
jujudi svako pojavljivanje konstantne 0 u MV-termu 7, npr. formulom —(F = F), MV-term
7 transformiSemo u iskaznu formulu. Primenu ovog zapazanja navodimo u slede¢oj propozi-
ciji (dokazuje se indukcijom po broju veznika u formuli F).

64
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6.0.3 Propozicija

Tada, za svaku A-valuaciju v, vazi

V(F) = FA(V<xi1)vV(xi2)v """ ’V('r’it,))?

gde je FA : A — A term-funkcija.
2.) Formula F je A-tautologija akko je MV-identitet F' = 1 zadovoljen u A.

3.) Formule F i G su semanticki A-ekvivalentne akko je identitet F = G zadovoljen u A
akko je FA = GA.

Dakle, u sluéaju Lukasiewiczeve logike L,,, u pitanju je relacija semanticke L,,'-ekvivalencije,
a u slucaju Lukasiewiczeve logike Lo, relacija semanticke [0,1]-ekvivalencije.

Poslednja posledica prethodne glave znacajno je ”"pojacana” sledeé¢im tvrdenjem:

6.0.4 Teorema (Changova teorema kompletnosti) MV-identitet vazi v MV-algebri [0,1]
akko vazi u svakoj MV-algebri.

Na osnovu prethodne propozicije, imamo sledeé¢u ekvivalentnu formulaciju Changove teo-
reme kompletnosti.

6.0.5 Teorema Formula F je [0,1]-tautologija akko je, za svaku MV-algebru A, formula F
A-tautologija. Prema tome, za proizvoljne formule F i G vazi

FlOU = GO ko je FA = GA,
za sve MV-algebre A.

6.0.6 Definicija W-algebra® je algebra (A,=,—,1), gde je A neprazan skup i binarna op-
eracija =, unarna operacija — i element 1 zadovoljavaju sledece jednakosti:

Wi 1=z=u;

W2. (z=y)=>(y=2)=>(x=2)=1

W3 (z=vy)=y=(y=2)=u

Wi (mx=-y)= (y=z) =1

6.0.7 Lema Neka je A MV-algebra i definisimo

T =Y =dgef 7 TDY 1 1=gep 0.
Tada je (A,=,—,1) W-algebra.

Ldefinisana je u primeri 5.1.6
2ili Wagsberg-algebra, koristi¢emo kraéi zapis
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Nas sledeéi zadatak je da pokazemo da vazi i suprotan smer tvrdenja, tj. da svaka W-algebra
postaje MV-algebra kada joj se dodele operacija © &y =4ey 7 = y i element 0 =gy —1.

6.0.8 Lema Neka je (A,=,1) sistem koji zadovoljava W1, W2. i W3. Tada vaZe sledece
osobine za svako x,y i z € A :

Wi x=x=1;

W6. Akox =y =y =z =1, tada z = y;
W7. z=1=1,;

W8 = (y=1z)=1;

W9. Akox=y=y=2=1, tada x = z=1;
Wi10. (z=y)=((z=>2)= (z2=y)) =1;
Wil z= (y=2)=y= (= 2).

Dokaz. W5. Na osnovu W2. imamo da je (1=1) = ((1 = z) = (1 = z)) =1, pa je sada
naosnovu Wl. =z =1= (z=2)=1.

W6. Ako z = y =y = x = 1, tada, na osnovu W1. i W3, imamo da jex =1=2 = (y =
)=r=(=>y)=>y=1=>y=y.

W7. Na osnovu W3, W1. i W5, imamodaje (z = 1)=1=(1=z)=zc=cx=>2=1.1z
ove jednakosti, W2, W1. i W5. imamodajel =(1=2)=(z=1)=>(1=1) =z =
(z=1)=1)=x=1

W8. Na osnovu W2, W7. i Wl. imamo dajel=(y=1)=(1=2)=(y=2)=1=
(r=(y=2)=2=(y=x).

W9. Ako z = y =y = z = 1, tada na osnovu W2. imamodajel=(z =y) = (y = 2) =
(r=2))=1= (1= (= %)), pa primenjuju¢i W1. dva puta dobijamo da je z = z = 1.

W10. Kao pomo¢ni korak dokaza¢emo sledecu slabiju verziju osobine W11:
WII. Akoz = (y=2)=1,taday = (r = 2) = 1.

Pretpostavimo da je x = (y = z) = 1. Zamenjujuéi y sa y = z u W2. dobijamo da je
l=rz=y=2))=(y=2)=2)=(x=>2)=1= ((y=2) = 2) = (x = 2)).
Prema tome, na osnovu W1. i W3. sledi da je ((z = y) = y) = (x = z) = 1. Sa druge
strane, na osnovu W8. imamo da je y = ((z = y) = y) = 1. Primenjujuéi W9. na ove
jednakosti sa x = y,y = (2 = y) = y i 2 = x = z dobijamo da je y = (z = z) = 1. Sada
W10. sledi iz W11°. i W2.
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W11. Na osnovu W3. 1 W8. imamodajey= (y=2)=2)=y= ((#=y)=y)=1ina
osnovu W10. imamo da je ((y = 2) = 2) = ((z = (y = 2)) = (x = z)) = 1. Primenjujuéi
W9. na poslednje dve jednakosti, dobijamo da je y = ((z = (y = 2)) = (z = 2)) = L.
Sada, na osnovu W11’. imamo da je, takode, (x = (y = 2)) = (y = (z = 2)) = 1.
Zamenjujuéi z i y u ovoj jednakosti dobijamo da je (y = (z = 2)) = (e = (y=2)) =11
sada mozemo primeniti W6. nakon cega se dobija W11. O

6.0.9 Lema Sledecée jednakosti vaze u svakoj W-algebri A:
a.) 71=x=1;

b.) ~x =2z = l;

c.) m—x = x;

d)x=y=—-y=

Dokaz. a.) Na osnovu W10. imamo da je ((—z = -1) = z) = ((-1 = (-2 = -1) =
(-1 = z)) = 1. Posto na osnovu W1. i W4. vazi da je (—z = -1) = 2z = (-2 = -1) =
(1 = ) =11na osnovu W8. vazi da je =1 = (-z = —1) = 1, odakle =1 = = = 1 sledi na
osnovu W9.

b.) Na osnovu W8. imamo da je -z = (-—1 = —z) = 1. Na osnovu W4. imamo da je
(=1 = —z) = (x = —1) = 1. Sada, koriste¢i W9. dobijamo da je -z = (zr = —1) =1
i primenjujuéi W1l. imamo da je x = (—z = —1) = 1. Kao §to smo videli u dokazu jed-
nakosti pod a.), imamo, takode, da je (—z = —1) = = = 1. Prema tome, na osnovu W6.
dobijamo da je x = ~z = —1 i uzimajuéi u obzir W3. zajedno sa jednakoséu pod a.) i W1,
dobjjamodajez = -l=(z=-1)=-1=(-1= )= w=1= 2=z

c.) Na osnovu b.), W3, a.) i W1. mozemo pisati da je -z = (z = 1) = -1 = (-1 =
r)=>r=1=z=u1

d.) Na osnovu W4. ic.) imamodajel = (- = —y) = (-y=> )= (z=y) = (~y =
—z). Sada preostaje da se primene W4. i W6. O
6.0.10 Teorema Neka je (A,=,—,1) W-algebra i definisimo

TDBY =def 7T =Y 10 =def —1.
Tada je (A, ®,—,0) MV-algebra.

Dokaz. Dokaz se bez teskoéa sprovodi jer su aksiome MV1-MV6. jednostavne posledice
prethodnih lema.

MV2. z2py=2a=y=-y=z=y>d.
MVIL z@(y®z)=a=(y=z2)=w=(z=>y =2=(a=2>y =26y =
(z@y) @ 2.
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MV3. 2 0=-z=-1=1=zx=n=x.

MV4. Ova aksioma je dokazana u lemi 6.0.5 c.).

MV5. 2 0=—-2=-—-1l=-1=2x=1=-0.

MV6. ~(-z@y)dy=——(ax=y =>y=(=2>y) =>y=(y=>2) =>1=—(y=
x)=>z=-(ydx) D O

6.0.11 Teorema Neka je binarna relacija = na Form definisana sa F = G akko - F = G
1+ G = F. Tada je = relacija ekvivalencije koja se naziva sintakticka ekvivalencija i koja
zadovoljava sledece uslove

1.) Akoje F=H iG=1, tadaje (F=G)=(H=1) i
2.) Ako je F' = G, tada je -F = -G.

Dokaz. Ocigledno je da F' = G implicira G = F' i, na osnovu leme 4.2.7, F = F. Na osnovu
aksiome Lo2. imamoda {F = G,G=H}+FF=Hi{H=G,G= F}+ H = F. Prema
tome, = je i tranzitivna relacija i time smo pokazali da je = relacija ekvivalencije na Form.
Na osnovu aksiome L2, za proizvoljne formule F,G i H imamo

{H=F}FF=G)=H=G) i{F=H}FH=G)=(F=G).

Zakljucujemo da, ako F' = H, tada F = G = H = G (*). Analogno, na osnovu leme 4.2.11,
dobijamo da, ako G = I, tada H = G = H = I (xx). Sada 1.) sledi na osnovu (x), (xx*) i
tranzitivnosti relacije = .

Na osnovu leme 4.2.8 i leme 4.2.9, za svaku formulu G vazi G = -——G. Tako da, na osnovu
(*%), za proizvoljne formule F' i G imamo da vazi F = G = F' = ——G. Prema tome, F (F =
G) = (F = ——G). Iz ovog zakljucka i leme 4.2.12 dobijamo + (F = G) = (-G = -F), F
odavde, na osnovu pravila MP, dobijamo da je - -G = —F. Zamenjujuéi uloge F' i G, na
analogan nacin dobijamo da je - =F = -G i time smo dokazali da je -F = —G. O

6.0.12 Napomena Klasu ekvivalencije formule F' s obzirom na sintakticku ekvivalenciju
obelezavaéemo sa |F'|. Dakle,

|F| =gey {G € Form | G = F}.

6.0.13 Napomena U nastavku éemo, radi preglednosti, sa X" obelezavati skup svih sin-
taktickih posledica skupa formula ¥, a sa ©F skup svih semantickih posledica skupa formula
.3

6.0.14 Napomena Navedimo i viSe nego ociglednu posledicu aksiome L1 i pravila MP
kojom ¢emo se posluziti u sledec¢oj lemi, a i teoremi:

FFG=F

3U 2. glavi, dakle u opstem sluc¢aju, umesto " uvedena je oznaka Cons(X), no, sada biramo oznaku 3"
da bi bila u skladu sa oznakom XF.
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Dokaz. 1. Fooooiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeec, hipoteza
2. F = (G=F)ioiiiiiiiiiiiic, Lol
3. G = F i MP 1.2

6.0.15 Lema Za svaku formulu F vazi F € 0" akko |F| = 0".

Dokaz. Ako je |F|=0", tada F € 0" jer F € |F|.

Obratno, pretpostavimo da F € (7, tj. da je - F. Uzmimo G € (7. Na osnovu prethodne
napomene sledi da je G = F. Odatle dobijamo da je §© C |F|. Sada uzmimo G € |F|. Sada
je F (F' = @G) i, na osnovu pravila MP, imamo da je - G. Time smo dobili i drugu inkluziju
|F| C 0. O

6.0.16 Teorema Kolicnicki skup Form/ = postaje W-algebra kada mu dodelimo operacije
= 1~ 1 konstantu 1 na sledeéi nacin:

1.) |F| = |G‘ =def |F = G|;
2.) 2|F| =aes [~F;

3.) 1 =qef 0.

Dokaz. Na osnovu uslova 1.) i 2.) prethodne teoreme, sledi da identiteti 1.) i 2.) ove
teoreme daju dobro definisane operacije na koli¢nickom skupu Form/ = . Dalje, na osnovu
prethodne leme, imamo da je )7 € Form/ = . Preostaje da se proveri da operacije i
konstantna definisane u 1.), 2.) i 3.) zadovoljavaju jednakosti W1-W4. iz definicije W-
algebre.

Da bismo dokazali W1, primetimo najpre da

l=|F|=0"=|F|=|G= F|,gde G €.

Na osnovu aksiome L1, imamo da je H F = (G = F). Sa druge strane, na osnovu
aksiome L4, imamo da je (G = F) = F = (F = G) = G i ,posto je b G, sledi, iz
prethodne napomene, da je - (F' = G) = G. Posto na osnovu prethodne leme imamo da je
F(G=F)= F,sledii G = F = F. Stoga:

1= |F|=0"=|F|=|G=F|=|F|
ovo dokazuje W1.

Koristeéi prethodnu lemu, jednakosti W2, W3. i W4. slede odmah iz L2, Lood. 1 Loo3.
respektivno. O

Iz teoreme 6.0.10 sledi sledeca posledica:

6.0.17 Posledica Kolicnicki skup Form/ = postaje MV-algebra sa operacijama — i @ i
konstantom 0 definisanim na sledeéi nacin:

1.) 2|F| =gey |2F;
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2.) |F|® |G| =qes |°F = G;

3.) 0 =g4ep 0" ={F € Form | postoji G € 0" tako da je F = ~G}.
MV-algebra
L =gey (Form/ =,&,-,0)

naziva se Lindenbaum algebra Lukasiewiczeve logike L.

Konag¢no se priblizismo cilju. Za ”zagrevanje” sledi jednostavan smer naSe zeljene teoreme.

6.0.18 Napomena U nastavku, s obzirom na to da nam je jedina od interesa Lukasiewiczeva
logika Lo :

e pod terminom waluacija podrazumevaéemo [0,1/-valuacija
e pod terminom tautologija podrazumevaéemo [0,1]/-tautologija
e pod terminom semanticka ekvivalencija podrazumevacemo semanticka [0,1]-ekvivalencija

e pod terminom semanticka posledica podrazumeva¢emo semanticka [0,1]-posledica
6.0.19 Lema (Pouzdanost) Za proizvoljan skup formula ¥, vaZi
»-CxF,

Dokaz. Neka je v : Form — [0, 1] valuacija takva da je v(F') = 1, za svako F' € . Induk-
cijom po n dokaza¢emo da ako je Fi, Fy,....., F,, dokaz iz ¥, tada je v(F,,) = 1.

19 Ako je n = 1, tada je Fy ili aksioma ili pripada skupu X. U prvom sluéaju imamo da je
v(Fy) =1 zato $to su sve aksiome tautologije (direktno sledi iz aksioma Lo1-Loo4.), dok u
drugom slu¢aju imamo da je v(Fy) = 1, na osnovu izbora v.

29 Pretpostavimo da je n > 1 i da je za svaki dokaz iz ¥ G, Go, ....., G, za koji vazi da je
m<n, v(Gp) = 1.

3% Neka je Iy, Fy, ....., I, dokaz iz . Ako F,, nije aksioma i ne pripada skupu X, onda pos-
toje 1,7 € {1,2,.....,n} takvi da se F; poklapa sa formulom F; = F), i F,, sledi, na osnovu
pravila MP, iz F; i Fj. S obzirom na to da su F1, Fy, ....., Fj i Fq, Fy, ....., F; dokazi iz skupa
Y, sledi na osnovu indukcijske hipoteze da je v(F;) = v(F;) = 1. Prema tome,

1=v(F;) =1=v(F,) =v(F,). O
Dakle, posebno, svaka teorema je tautologija, tj.

o~ C 0.

Suprotni smer teoreme sledi na osnovu Changove teoreme kompletnosti i to ¢emo sada
dokazati, ¢ime ¢ée biti dokazana oba smera Male teoreme kompletnosti.
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6.0.20 Teorema Svaka tautologija je teorema, tj.
0= co.
Dokaz. Najpre, primetimo da je za svaku iskaznu promenljivu x; sintakticka klasa ek-

vivalencije |z;| element Lindenbaum algebre L£. Neka je F proizvoljna formula i neka je
Var(F) C{zi,, iy, ..., i, }. Indukcijom po broju veznika u F moze se pokazati da je

) = |Fl.

F£(|$i1|v|xi2|a """ ’|xin
Ukoliko pretpostavimo da formula F' nije teorema, na osnovu leme 6.0.15 i uslova 3.) teo-
reme 6.0.16 sledi da je |F| # 1, tj. da je F5(| Xy, ], | Xi,|, -y [ Xi,|) # 1. Drugim re¢ima,
Lindenbaum algebra £ ne zadovoljava identitet F© = 1. Sada sledi, na osnovu Changove
teoreme kompletnosti, da ni MV-algebra [0,1] ne zadovoljava identitet F' = 1, tj. F nije
tautologija. Dakle, vazi inkluzija OF C (. O

Prema tome, skup tautologija i skup teorema se poklapaju.

6.0.21 Posledica Relacija semanticke i sintakticke ekvivalencije se poklapaju, stoga, za
proizvoljne formule F' i G vazi

Flo.1] — go.1] gkko F = G.

6.0.22 Napomena Kad god su dve formule sintakticki odnosno semanticki ekvivalentne,
re¢i ¢emo da su logicki ekvivaletne.

Najzad, nakon utvrdivanja i pouzdanosti i slabe kompletnosti Lukasiewiczeve logike L,
preostaje nam jedino da ostvarimo zeljeni cilj:

SAZNATI KOJI SU TO POTREBNI I DOVOLJNI USLOVI NEOPHODNI ZA JAKU
KOMPLETNOST LUKASIEWICZEVE LOGIKE L., A ONDA SE U TO I UVERITL

U nastavku navodimo jo§ samo par informacija neophodnih za formulaciju i dokaz naSeg
cilja.

6.0.23 Lema Neka je A MV-algebra i v : Form — A A-valuacija. Tada zahtev

hy (|F]) = v(F)
definise homomorfizam h, : L — A. Obratno, za svaki homomorfizam h : L — A zahtev
vi(F) = h(|F])

definise A-valuaciju vy : Form — A. Povrh toga, korespodencija v — h, je injektivno pres-
likavanje skupa A-valuacija na skup homomorfizama u A Lindenbaum algebre L. Inverzno
preslikavange dato je sa h — vy,

6.0.24 Definicija Implikativni filter MV-algebre A je podskup F nosaca A koji zadovoljava
sledeée uslove

Fl.le Fi
F2. Za svako z,y € A akox € F ix =y € F, taday € F.

Implikativni filter F nazivamo pravim akko je F' # A; F nazivamo maksimalnim akko je F
pravi i A je jedini implikativni filter koji strogo sadrzi F.
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6.0.25 Lema Slededi uslovi su ekvivalentni za svaki podskup F MV-algebre A :
1.) F je implikativni filter;
2)F#£0;,dkoxeFix<ye€A, taday € F; ako z,y € F, tada x ®y € F;

3.) Skup ~F =qey {—x | x € F} je ideal MV-algebre A.

Gornja lema nam omogucava da osobine implikativnih filtera otkrivamo preko osobina ideala.
Npr. ako je h : A — A’ homomorfizam, tada je skup F(h) =gc5 {x € A | h(z) = 1}
implikativni filter; Stavise, h(z) = h(y) akko (x = y) A (y = z) € F(h). Za proizvoljan
implikativni filter F, koristi¢emo oznaku A/F za obelezavanje koli¢cnicke MV-algebre A/—F.

6.0.26 Napomena Presek proizvoljne neprazne familije implikativnih filtera MV-algebre
A je takode implikativni filter MV-algebre A.

6.0.27 Definicija Teorija Lukasiewiczeve logike Lo, je skup formula ¥ koji zadovoljava
sledeée uslove:

T1. Sve aksiome pripadaju skupu 3

T2. Ako FeXiF=GeX, tadaGeX

6.0.28 Propozicija Za svaki skup formula ¥ vaZi sledeée:
1.) X" je najmangja teorija koja sadrzi ¥;
2.) X je teorija akko je ¥ = XV,

3.) Ako je ¥ teorija i F € X, tada |F| C X.

Neka je {¥;}ics neprazna familija teorija. (,c; %; je takode teorija; dalje, iz prethodne

propozicije, sledi da je (;c; ¥;)” najmanja teorija koja sadrzi ¥; za svako i € I. Prema
tome, skup teorija Lukasiewiczeve logike L., sa uredenjem C, ¢ini kompletnu mrezu i tu
mrezu obelezavacemo sa T'heo.
Uporedujudéi definicije 6.0.24 i 6.0.27 dobijamo sledeéu teoremu.
6.0.29 Teorema Korespodencija

2’_)|2|:def {|F|E£ | FEZ}

definise izomorfizam iz mreZe Theo na mrezu implikativnih filtera Lindenbaum algebre L.
Inverzni izomorfizam dat je sa

F—{F € Form | |F| € F}.

6.0.30 Definicija MV-algebru A nazivamo jednostavnom akko ima tacno dva ideala, tj.
MV-algebra A je jednostavna akko je A netrivijalna i {0} joj je jedini pravi ideal.
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Kona¢no smo spremni za zZeljenu teoremu.
6.0.31 Teorema (Kompletnost) Za proizvoljan skup formula ¥, vazi
" =xF
akko je
|SF| presek maksimalnih implikativnih filtera Lindenbaum algebre L.

Dokaz. Za svaku valuaciju v : Form — [0, 1], imamo da je

T {1D] =R ({1, (%)

gde je h, : £ — [0, 1] homomorfizam definisan u lemi 6.0.23. Sledeée $to primeéujemo je da,
kad god formula F ne pripada skupu ©F, postoji valuacija vy : Form — [0,1] tako da je
vr(G)=1,zasve G € X, idajevp(F) < 1. Prema tome, imamo da je

oF = ﬂngI: Vz:l(l)a

odakle je na osnovu teoreme 6.0.29 i (x)
|ZF| = Nrgs- e ({1})] = Nrgs- h, M ({1}).

Stoga, ako je X = XF, tada je |X7| presek maksimalnih implikativnih filtera Lindenbaum
algebre L.

Obratno, pretpostavimo da postoji familija {M; };c; maksimalnih implikativnih filtera Lin-
denbaum algebre £ takva da je |S7| = (,c; M;. Posto je za svako i € I kolicnicka MV-
algebra £/M; jednostavna, postoji homomorfizam h; : £ — [0, 1] takav da je M; = h; '({1}).
Na osnovu leme 6.0.23, za svako i € I, postoji valuacija v; : Form — [0,1] takva da je
hi; = hy,. Stoga, ponovo na osnovu teoreme 6.0.29 i (x), zaklju¢ujemo da je

S = Mier v (1),

Prema tome, kad god F ¢ X", postoji j € I tako da je v;(F) < 1, sledi da F ¢ »F.
Zaklju¢ujemo da vazi

sto zajedno sa lemom 6.0.19 daje ™ = XF. O



Zakljucak

S obzirom na to da se logicki sistem moze odrediti ili na osnovu pojma dokaza ili na osnovu
pojma istine, prirodno se nameéu pitanja pouzdanosti (da li dokazivost implicira istinu?) i
kompletnosti (da liiistina implicira dokazivost?) logickog sistema. Za Lukasiewiczevu logiku
L3 postoji pouzdan i (jako) kompletan aksiomatski sistem - L3 A (koji je predstavljen u radu).
Zapravo, pouzdan i (jako) kompletan aksiomatski sistem postoji za sve Lukasiewiczeve logike
L,,. Za Lukasiewiczevu logiku L., postoji pouzdan aksiomatski sistem - Lo, A (koji je pred-
stavljen u radu). Medutim, za Lukasiewiczevu logiku L., NE postoji pouzdan aksiomatski
sistem koji bi mogao biti i (jako) kompletan (Sto je dokazano u radu). Iz tog razloga pris-
tupa se detaljnijem algebarskom ispitivanju Lukasiewiczeve logike L. Zahvaljuju¢i konceptu
MV-algebre, koja je od podjednake vaznosti za Lukasiewiczevu logiku L., kao $to je Bulova
algebra za klasi¢nu logiku, obezbeduju se potrebni i dovoljni uslovi neophodni za (jaku)
kompletnost Lukasiewiczeve logike Lo, (Sto je dokazano u radu).
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Abstract: In this Master’s Thesis we deal with Lukasiewicz’s many-valued logic and MV-
algebras. The thesis consists of six chapters. The first chapter is of an introductory character
- the process of developing of many-valued logic over time is briefly described. The second
chapter gives an overview of the basic characteristics of syntax and semantics of logical
systems. The third chapter examines three-valued logical systems only. Firstly, Kleene’s
three-valued logical system K35' , and then Lukasiewicz’s three-valued logical system Lg is
introduced. In the next chapter we get to know Lukasiewicz’s infinite-valued logical system
L. It turns out that there is no sound axiomatic system for L., which could be strongly
complete! This result was the motivation for introducing MV-algebras. So, the fifth chapter
is reserved for MV-algebras only. The goal of the last chapter is to find out what are the
conditions necessary for the strong completeness of the Lukasiewicz’s logic Lo, and then to
verify that.
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